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Аннотация. В статье представлен математический анализ закономерностей 

формирования распределений индивидуумов по числу и частоте 

встречаемости клеток с аберрациями хромосом в лимфоцитах крови при 

биномиальном и геометрическом законах появления клеток с хромосомными 

аберрациями среди пролиферирующих (способных к делению) клеток 

лимфоцитов. Анализируется связь распределений индивидуумов по числу и 

частоте встречаемости аберрантных клеток с распределением индивидуумов 

по числу пролиферирующих клеток. Проведено сравнение с 

экспериментальным материалом. Делается заключение, что 

экспоненциальное распределение индивидуумов по частоте встречаемости 

аберрантных клеток является признаком геометрического закона появления 

аберрантных клеток среди пролиферирующих клеток и колоколообразное 

распределение индивидуумов по частоте встречаемости аберрантных клеток 

является признаком биномиального закона появления аберрантных клеток 

среди пролиферирующих клеток. 
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аберрациями, лимфоциты крови, геометрическое распределение, биномиальное 
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1.ВВЕДЕНИЕ 

Одной из проблем современной радиобиологии является оценка отдаленных 

последствий малых радиационных воздействий на генетический аппарат человека. 

Широко распространенным методом такой оценки является цитогенетический метод, 

основанный на анализе частоты хромосомных аберраций в лимфоцитах 

периферической крови [1-4]. Средние показатели, на которые ориентируются 

исследователи-экспериментаторы [5], не позволяют выявить комплекс механизмов, 

обеспечивающих реакцию организмов на стресс. Изучение распределений по числу и 

частоте появления клеток с аберрациями хромосом (АК) среди пролиферирующих 

(способных к делению) клеток (ПК) дает возможность сделать предположения о 

механизмах и закономерностях процессов появления клеток с нарушениями, как об 

одном из проявлений реакции организма на стресс [6-11]. В основе распределений по 

числу и частоте АК лежит закон появления АК среди ПК, в котором число n ПК 

является параметром. Вследствие этого распределения по числу и частоте АК зависят 

от распределения по числу ПК. Целью нашего исследования является изучение этой 

зависимости. 
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Формально, эта задача аналогична задаче изучения спектра, полученного с 

помощью неидеального прибора [12]. Отличие состоит в том, что распределение по 

числу АК сосредоточено на целых, а не на действительных числах. Поэтому в нашей 

статье вместо преобразования Фурье используется аппарат производящих функций. 

Здесь мы рассмотрели биномиальный и геометрический законы появления АК 

среди ПК лимфоцитов крови лиц, обследованных цитогенетически по программе 

оценки влияния техногенных воздействий на генофонд человека в Тюменской и 

Иркутской обл. РФ [13-17]. Для этих законов мы установили возможные типы 

распределений индивидуумов по числу АК и определили условия, при которых они 

становятся биномиальными или геометрическими (аналог критерия Рэлея [12]). Затем 

исследовали влияние распределения индивидуумов по числу ПК на их распределение 

по частоте встречаемости АК. Выводы, сделанные на основе проделанного 

математического анализа, были проверены на экспериментальном материале. Для всех 

лиц предполагался один закон появления АК среди ПК, а не смеси законов с 

различными параметрами1. 

2. ГИПОТЕЗЫ И СЛЕДСТВИЯ 

2.1 Гипотеза появления пролиферирующих клеток среди лимфоцитов крови 

Пролиферирующие клетки (ПК) появляются согласно дискретному логнормальному 

(LN) распределению [4], т.е. вероятность появления n ПК (ПКn) описывается законом 

( )
2

2

ln ln1
ПК exp

22
n

n

n

 − 
=  

    

, 

где μ, σ – параметры распределения. 

Для LN распределения (рис. 1) математическое ожидание m и дисперсия d 

выражаются через параметры распределения формулами 2exp( / 2)m = +  и 

2exp( ) 1d m=  − . 
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Рис. 1. График логнормального распределения. Значения параметров: μ = 2, σ = 0.1; m = 7.4; 

d˚=˚0.74. 

                                                 
1 Это означает отсутствие процессов стимуляции пролиферации и гибели ПК. 
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2.2 Гипотеза появления аберрантных клеток среди пролиферирующих клеток 

лимфоцитов крови 

Можно предположить, что спонтанные повреждения клеток возникают независимо 

друг от друга. В области спонтанного уровня повреждений статистика событий 

является биномиальной [18]. При малых радиационных воздействиях число первично 

поврежденных клеток возрастает [19]. Известно, что в этой области воздействий 

возникают вторичные процессы, ведущие к образованию других клеток с 

нарушениями [20]. Можно предположить, что вторичные стохастические процессы 

обрываются в случайный момент времени, зависящий, от воздействующего фактора и 

радиочувствительности индивидуума. 

В наших исследованиях был рассмотрен случай увеличения числа повреждений по 

линейному закону в зависимости от времени и экспоненциального распределения 

времен обрыва этого процесса [8]. Это приводило к экспоненциальному 

распределению. В других исследованиях рассматривался случай экспоненциального 

роста числа повреждений со временем [21]. Времена обрыва этого процесса также были 

распределены по экспоненте. Было показано, что совместное действие процессов 

увеличения числа повреждений и обрыва этого процесса приводит к распределениям 

Парето [21]. К таким же типам распределений пришли западные исследователи в 

рамках моделей микроэволюции [22]. 

В данной работе мы рассмотрим биномиальный и геометрический законы 

появления АК среди ПК. Ранее мы рассматривали не биномиальный, а пуассоновский 

закон появления АК: AК ( / !)k

k k e−=   [4,16–20]. Пуассоновский закон описывает 

случай большого числа ПК, среди которых появляются небольшое число АК. 

Биномиальный закон описывает случай, когда число ПК мало. Пуассоновский и 

гауссовский законы могут быть получены предельным переходом из 

биномиального [30]. Вероятность ,AКn k  появления k АК среди n ПК в случае 

биномиального закона описывается формулой ,AК (1 )k k n k

n k nC q q −= − , а в случае 

геометрического закона формулой ,AК (1 /1 )n k

n k q q q= − − , где q – вероятность 

появления АК среди ПК2. 

3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВЫВОДЫ И ОБСУЖДЕНИЯ 

3.1 Распределение индивидуумов по числу аберрантных клеток в лимфоцитах 

крови 

Распределение индивидуумов АКk по числу АК лимфоцитов крови (k) может быть 

описано формулой 

,

1

АК ПК AKk n n k

n= 

=  , 

где n – число ПК, а k – число АК. 

Введем производящую функцию вероятностей появления ПК 

1...

( ) ПК n

n

n

P t t
= 

=   

и производящую функцию вероятностей появления АК среди n ПК 

,

1..

( ) АК k

n n k

k

Q s s
= 

=  . 

                                                 
2 Возможные механизмы появления АК среди ПК в случаях биномиального и геометрического 

распределений рассмотрены в [8]. 
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Производящая функция встречаемости индивидуумов с АК и ПК описывается 

формулой 

1...

( , ) ( ) ПК n

n n

n

W s t Q s t
= 

=  .                        (1) 

3.1.1. Биномиальный закон появления АК среди ПК 

Подставив производящую функцию для биномиального закона ( ) ( (1 ))n

nQ s qs q= + −  

в формулу (1), получим 

1..

( , ) ( 1 ) ПК (( 1 ) )n n

n

n

W s t qs q t P qs q t
= 

= + − = + − . 

Для того чтобы получить производящую функцию встречаемости индивидуумов по 

числу AK, достаточно в формуле (1) приравнять t = 1: 

( ,1) ( (1 ))W s P qs q= + − .     (2) 

Возможный тип распределения индивидуумов по числу AK. Если вероятностное 

распределение является распределением лиц по числу АК, то, согласно формуле (2), 

можно получить  

1 1
( ) 1P t W t

q q

 
= + − 

 
. 

P(t) является производящей функцией вероятностного распределения, если 

выполнены необходимые и достаточные условия для этого [18]: 

i) при всех n производные ( ) ( ) 1 1 1
( ) 1 0n n

n
P t W t

q q q

 
= + −  

 
, 0 1t  ; 

ii) (1) (1) 1P W= = . 

Для выполнения условия i) достаточно взять значение q близкое к 1. При q = 1 это 

условие выполнено, так как оно выполнено для функции W и по непрерывности 

выполнено и в некотором интервале q0 < q < 1. Условие ii) выполнено при всех 

значениях q. Это означает, что любое распределение может быть некоторым 

распределением встречаемости индивидуумов по числу АК при биномиальном законе 

появления АК. 

Условия, накладываемые на распределение индивидуумов по числу ПК, 

приводящие к биномиальности распределения индивидуумов по числу АК и его 

зависимости только от среднего значения распределения индивидуумов по числу 

ПК. Распределение индивидуумов по числу АК становится биномиальным, когда 

дисперсия распределения индивидуумов по числу ПК невелика. Уточним условие 

малости дисперсии, для чего модифицируем условие Релея 1.5R d  спектральной 

разрешимости линий, имеющих форму Лоренца [12], где R – расстояние между 

линиями в спектре, а d – дисперсия спектральной линии. В нашем случае мы понимаем 

под «спектром» распределение индивидуумов по числу АК, а под «линией» – группу 

индивидуумов с равным числом ПК. Линии с числом ПК ПКm  соответствует 

биномиальное распределение индивидуумов по числу АК со средним АК ПКm m q=  и 

дисперсией 
АК ПК (1 )d m q q= − . Мы предлагаем следующее условие разрешимости для 

биномиального распределения: 2R d . Условие Релея приобретет вид 

2 2 1 1ПК ПК ПК ПК(1 ) (1 )m q m q q m q m q q− −  + − , которое можно записать так: 

2 1ПК ПК (1 ) /m m q q−  − .                                   (3) 
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Пусть распределение индивидуумов по числу ПК имеет среднее число ПК 
ПКm  и 

дисперсию dПК. При замене распределения на линии (две группы индивидуумов) с 

числом ПК 
1 ПК ПКR m d= −  и 

2 ПК ПКR m d= + , формула (3) примет вид:  

ПК ПК ПК ПК (1 ) /m d m d q q+ − −  − .                         (4) 

Мы получили условие Релея неразличимости двух групп индивидуумов в 

распределении по числу АК для данных значений числа ПК (рис. 2). Условие (4) 

показывает, какой должна быть дисперсия dПК распределения индивидуумов по числу 

ПК, чтобы распределение по числу АК было биномиальным и зависело только от 

среднего 
ПКm . 
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Рис. 2. Пример различимости групп индивидуумов с разным числом ПК mПК1 и mПК2 в 

распределении индивидуумов по числу АК. Значения 
ПК1 ПК 2

40, 60, 0.3m m q= = = . Условие Релея 

выполнено: ПК2 ПК1 (1 ) /m m q q−  − . 

3.1.2. Геометрический закон появления АК среди ПК. 

Возможный тип распределения индивидуумов по числу АК. Если вероятностное 

распределение с производящей функцией 
0...

n

nn
W s

=   является распределением лиц по 

числу АК, то 

, ,

0... , 0... , 0...

,

0... 0.. 0...

( ,1) ПК АК ПК АК

1 ( ) 1
ПК АК ПК .

1 1

n k k

n n n k n n k

n n k n k

n
k

n n k n n
n k n

W s W s s s

qs q
s

qs q

=  =  = 

=  =  = 

= = = =

− − 
= = 

− − 

  

  
 

Перепишем это в виде 

0... 0...

1 ( )
(1 ) ПК (1 )

1

n
n

n n n
n n

qs
qs W s q

q=  = 

−
− = −

−
  , 

или 

1

0... 0... 0...

1 (1 )
( ) ПК ПК

1 1

n
n n

n n n nn n
n n n

q q q
W qW s s

q q
−

=  =  = 

− −
− = −

− −
    

Это означает, что выполняются два условия: 

1

0

0..

(1 )
ПК

1

1
ПК

1

n

n n nn

n n
n

q q
qW W

q

q
W

q

−

= 

 −
− =

−


− =
 −


. 
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Из первого условия находим 

1

1
ПК ( )

(1 )

n

n n n n

q
qW W

q q
−

−
= −

−
. 

Отсюда тождественно следует выполнение второго условия 

1 0

0... 0...

1 1
ПК ( )

1
n n nn n

n n

q
qW W W

q q
−

=  = 

−
= − =

−
  . 

Так как ПК 0n  , то 
1 0n nqW W− −  . Следовательно 

1n nW W q−  . 

Таким образом, 
nW  может быть распределением лиц по числу АК при 

геометрическом законе появления АК, если оно монотонно убывает 
1n nW W −  (q <1) и 

( )0 1sup n nq W W−= <1. Тогда для получения распределения по числу ПК достаточно 

взять любое q в интервале 
0 1q q   и вычислить ПКn

 по формуле 

1

1
ПК ( ) , 1...

(1 )

n

n n n n

q
qW W n

q q
−

−
= − = 

−
. 

Условия, накладываемые на распределение индивидуумов по числу ПК, 

приводящие к геометрическому распределению индивидуумов по числу АК и его 

независимости от распределения индивидуумов по числу ПК. 

Зависимость закона ,AК (1 1 )n k

n k q q q= − −  от числа n ПК приводит к тому, что в 

распределении лиц по числу АК наблюдается смесь геометрических распределений. 

Условие log( ) log( )n q   гарантирует, что знаменатели в формуле ,AКn k  отличаются 

друг от друга не больше, чем на малую величину , зависящую от статистики 

эксперимента. 

В частности, если 0.5q  , а число лиц с числом ПК 6n   незначительно, то можно 

пренебречь зависимостью закона появления АК от числа ПК: ,АК АК (1 ) k

n k k q q= = − . 

Тогда 

,

, 0... , 0... 0... 0...

1...

( , ) ПК АК ПК АК ПК АК )

1
( ) (1 ) ( ) .

1

n k n k n k

n n k n k n k

n k n k n k

k k

k

W s t t s t s t s

q
P t q q s P t

qs

=  =  =  = 

= 

  
= = =   

  

−
= − =

−

   



 

Следовательно, ( ,1) (1)[(1 ) (1 )] [(1 ) (1 )]W s P q qs q qs= − − = − −  – производящая 

функция геометрического распределения. В реальной ситуации индивидуумов с малым 

числом ПК 6n   может быть много и условие независимости закона появления АК от 

числа ПК нарушается. Тогда распределение этих индивидуумов по числу АК может 

оказаться не геометрическим. 

3.2. Распределение индивидуумов по частоте встречаемости аберрантных клеток в 

лимфоцитах крови 

Распределение индивидуумов по частоте встречаемости /k n =  АК среди ПК 

можно получить из распределения индивидуумов по числу АК, выразив в нем k через 

частоту встречаемости k n=   

,

1...

АК( ) ПК AKn n n

n



= 

 =  . 
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Используя формулу Стирлинга, получаем распределение индивидуумов по частоте 

встречаемости АК( )  для биномиального закона появления АК (рис. 3 а): 

/12

,

1 1
AK( ) AK , 0 1

12 (1 )

n

n

n n

q q
e

n

−



− 
 = =     − −  

.  (5) 

Аналогично находится распределение индивидуумов по частоте встречаемости 

АК( )  для геометрического закона появления АК (рис. 3б): 

,

1
AK( ) AK

1

n
n

n n

q
q

q





−
 = =

−
                                  (6) 

На рис. 3. показаны функции AK( )  при q = 0.3 для разных значений n. Отметим 

две особенности формирования распределения индивидуумов по частоте 

встречаемости АК. 
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Рис. 3. Функции AK( )  для биномиального (а) и геометрического (б) законов появления АК 

среди ПК. Значения параметров: q = 0.3; n = 10 (гр. 1), n = 20 (гр. 2), n = 30 (гр. 3), n = 40 (гр. 4), 

n = 100 (гр. 5). 

 

Все частотные биномиальные распределения при разных значениях n имеют общий 

максимум при max q =  (формула 3, рис. 3, а). Благодаря этому происходит обострение 

распределения индивидуумов по частоте встречаемости АК. Геометрическое 

распределение индивидуумов по числу АК при переходе к распределению по частоте 

встречаемости АК превращается в смесь экспонент, зависящих от числа ПК n 

(формула 4, рис. 3 б). При переходе к частотному представлению, распределение 

индивидуумов по числу АК сужается в случае биномиального закона (рис. 4 а, б), а в 

случае геометрического закона становится шире (рис. 4 а, б). 

Можно сделать вывод, что экспоненциальное распределение индивидуумов по 

частоте встречаемости АК является признаком геометрического закона появления АК 

среди ПК. Распределение индивидуумов по числу АК также является геометрическим. 

Колоколообразное распределение индивидуумов по частоте встречаемости АК 

является признаком биномиального закона появления АК среди ПК. 
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Рис. 4. Распределение индивидуумов по числу АК (а); соответствующее распределение по частоте 

встречаемости АК (б). Геометрический закон (1), биномиальный закон (2). 

 

Рассмотрим, как влияет на частотное распределение индивидуумов нарушение 

условия малости встречаемости лиц с малым числом ПК. Распределение индивидуумов 

по частоте встречаемости АК приобретает длинный “хвост” в области больших частот 

встречаемости АК, что связано с отмеченным выше расширением геометрического 

распределения индивидуумов по числу АК при переходе к частотному представлению 

(рис. 5 б). 

 

 

Рис. 5. а) Логнормальное распределение индивидуумов по числу ПК со средним по 

распределению ПК 5m =  (а); соответствующие распределения по частоте встречаемости АК для 

различных законов их появления (б). Геометрический закон, q = 0.3 (1), биномиальный закон, 

q˚=˚0.3 (2). 

 

4. СРАВНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ С 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ 

Проверим выводы на экспериментальном материале, полученном из 

опубликованных данных по цитогенетическим исследованиям лимфоцитов крови лиц, 

проживающих в Пуровском районе Тюменской обл., Малое Голоустное и Листвянка 
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Иркутской обл. и г. Новосибирске. Распределения лиц по частоте встречаемости АК 

можно аппроксимировать законами Пуассона, геометрическим, или их суммой 

(табл.˚1). 
 

Таблица 1. Значения частоты встречаемости лимфоцитов с хромосомными аберрациями 

в пробах крови лиц, проживающих в Тюменской и Иркутской областях и г. 

Новосибирске, параметры наиболее эффективной модели аппроксимации 

 

пос. Самбург Тюменской обл.  

возраст N0  N1  
частота встречаемости, % G, P 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 >18 mG/G mP/P 

50-80 24 7 2 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0.2/1.7 4.2/15.4 

39-49 36 4 6 8 7 4 1 2 1 0 0 2 5.0/19.3 3.5/11.1 

18-38 71 7 7 17 19 14 5 1 0 0 0 0 3.2/18.5 4.2/44.7 

возраст N0  N1  
частота встречаемости, % G, P 

0 5 10 15 20 0 0 0 0 0 mG/G mP/P 

< 18 29 - 10 18 0 0 1 0 0 0 0 0 - 3.3/28.1 

пос. Малое Голоустное Иркутской обл. 

возраст N0  N2  
частота встречаемости, % G, P 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 >18 mG/G mP/P 

60-80 10 3 4 1 2 2 0 0 1 0 0 0 3.0/9.9 - 

40-60 32 4 1 7 12 5 3 3 1 0 0 0 5.8/7.3 4.2/24.6 

возраст N0  N2  
частота встречаемости, % G, P 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 mG/G mP/P 

18-40 23 1 1 1 3 6 4 4 3 1 0 0 - 4.0/23.7 

<=18 15 - 1 1 3 5 2 2 1 0 0 0 - 3.1/15.3 

г. Новосибирск 

возраст N0 N3 
частота встречаемости, % G, P 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 mG/G mP/P 

 40 40 7 16 13 4 0 0 0 0 0 0 - 1.4 

Стандартная ошибка средних выборочных значений d(mP) = 10–15%, d(mG) = 30–40%. 

Контрольную группу составляет выборка жителей г. Новосибирска, для которых число 

проанализированных лимфоцитов на одного индивидуума > 100. N0 – общее число обследованных лиц; 

N1 – число лиц, у которых не активировались лимфоциты; N2 – число лиц, у которых число 

активированных лимфоцитов в пробах крови не превышает 30; N3 – число лиц, у которых число 

проанализированных лимфоцитов > 100. 
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Рис. 6. Статистическое моделирование распределений лиц разных поколений по частоте 

встречаемости АК. 
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На рис. 6 представлены случаи геометрического и Пуассоновского распределений 

индивидуумов по частоте встречаемости АК лимфоцитов3. В тех случаях, когда условие 

Релея для распределения индивидуумов по числу ПК выполнено (рис. 6 б, в, г), 

эффективной моделью данных является пуассоновское распределение индивидуумов по 

частоте встречаемости АК. В случае невыполнения условия Релея эффективной 

моделью данных является геометрическое распределение (рис. 6, а). 

Экспериментальные распределения индивидуумов по частоте встречаемости АК для 

лиц с числом стимулированных к пролиферации лимфоцитов NМФ < 30 представлены на 

рис. 7. Виден хвост в распределении, обусловленный, как можно предположить, 

присутствием индивидуумов с малым числом n ПК. 
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Рис. 7. Экспериментальное распределение лиц по частоте встречаемости АК среди лимфоцитов 

для индивидуумов с числом n ПК NМФ < 30. Параметр геометрического распределения q = 0.7. 

Выборка жителей пос. Листвянка, М. Голоустное, Самбург, юг Пуровского р-на [31]. 

 

В данной работе были исследованы распределения индивидуумов по числу и 

частоте встречаемости АК и связи между ними. Анализ проведен при условии 

отсутствия стимуляции деления клеток. Было показано, что распределения 

индивидуумов, как по числу, так и по частоте встречаемости АК, могут служить для 

анализа закона появления АК. 

5. ВЫВОДЫ 

1. Распределения индивидуумов по числу и частоте встречаемости АК подчиняются 

биномиальному закону при условии, что закон появления АК среди ПК 

биномиальный и выполняется условие Релея для распределения индивидуумов по 

числу ПК. При этом распределение индивидуумов по числу АК зависит только от 

среднего значения распределения индивидуумов по числу ПК; 

2. Распределения индивидуумов по числу и частоте встречаемости АК являются 

геометрическими независимо от вида распределения по числу ПК при условии, что 

                                                 
3 Эффективность регрессии оценивали с помощью критериев, применяемых для оценки 

аппроксимации данных, полученных на основе малых выборок: 2 [32]; AIC (критерий Акайке) [33]; BIC 

(критерий Шварца)[34]. Предпочтение отдавали гипотезе, лучшей по большинству критериев. При 

близких значениях критериев выбирали более “простую” гипотезу. 
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закон появления АК среди ПК геометрический и встречаемость индивидуумов с 

числом ПК log( ) log( )n q   мала. 

3. Если в распределение индивидуумов по частоте встречаемости АК наблюдается 

колоколообразное распределение, то это является признаком биномиального закона 

появления АК среди ПК. Если в распределение индивидуумов по частоте 

встречаемости АК наблюдается экспоненциальное распределение, то это является 

признаком геометрического закона появления АК среди ПК. Распределение 

индивидуумов по числу АК также является геометрическим. 

4. Таким образом, геометрическое распределение индивидуумов по частоте 

встречаемости АК среди ПК может являться признаком обрыва процесса появления 

АК, а колоколообразное – его отсутствия. Таким образом, в рамках модели 

адаптации в случае геометрического распределения [8] можно предполагать 

наличие процессов селекции. 
 

Авторы благодарят Г.А. Ососкова и В.Б. Приезжева за плодотворные обсуждения. 
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