
Математическая биология и биоинформатика 

2016. Т. 11. № 1. С. 81–90. doi: 10.17537/2016.11.81 
 

================== МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ================= 

УДК: 577.323 

О движении кинка ДНК под действием постоянного 

торсионного момента 

Якушевич Л.В.*1, Балашова В.Н.**2, Закирьянов Ф.К.***2 

1Институт биофизики клетки РАН, Пущино, Московская область, Россия 
2Башкирский государственный университет, Уфа, Россия 

 
Аннотация. Влияние торсионного момента на движение кинка ДНК 

исследуется методами математического моделирования. Найдены временные 

зависимости координаты, скорости, размера и энергии кинка при разных 

значениях параметров внешнего торсионного момента. Показано, что изменяя 

эти параметры, включая и выключая внешнее воздействие, можно 

регулировать скорость и направление движения кинка. Приводится оценка 

значения торсионного момента, необходимого для движения кинка (открытого 

состояния) со скоростью, сравнимой со скоростью транскрипции. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Конформационная подвижность является одним из важнейших свойств, присущих 

молекуле ДНК. Среди разнообразных внутренних движений молекулы особую роль 

играют вращательные движения и вызываемый ими крутильный (или торсионный) 

момент, который значительное число исследователей рассматривают в качестве 

механического регулятора во многих биологических процессах, включая процессы 

транскрипции и репликации [1]. 

К настоящему времени достигнут значительный прогресс в экспериментальных 

исследованиях вращательных движений одиночных молекул ДНК. Предложены 

различные методики, позволяющие непосредственно измерять величину крутильного 

момента [1]. Среди них особый интерес представляют метод оптического 

динамометрического ключа или угловой оптической ловушки (angular optical trap – АОТ) 

[2, 3] и метод магнитного пинцета [4, 5, 6]. Каждый из этих методов имеет свои 

преимущества и недостатки. Так, например, в методе магнитного пинцета скорость сбора 

данных меньше, чем в методе АОТ, но зато он не наносит повреждений молекуле, 

вызванных нагреванием от лазера [7]. С другой стороны, АОТ предлагает гибкое 

управление, как силой, так и вращательным моментом, позволяя быстро переключаться 

между разными режимами работы [8]. Однако эти и другие существующие на 

сегодняшний день экспериментальные методики не дают возможности проводить 

измерения торсионного момента непосредственно в биологических процессах, в 

которых участвует молекула ДНК. Это приводит к необходимости привлечь другие 

методы и с их помощью попытаться оценить значения торсионного момента. 

В настоящей работе мы исследуем вращательные движения и торсионный момент в 

молекуле ДНК методами математического моделирования. Для математического 
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описания вращательной динамики ДНК часто используют простую модель Инглэндера 

[9], основанную на уравнении синус-Гордона: 

2 sin 0tt zzI K a V −  +  = .                                                   (1) 

Здесь φ(z, t) - угловое отклонение азотистого основания от положения равновесия, I – 

момент инерции основания, K – крутильная жесткость сахаро-фосфатного остова, a – 

расстояние между ближайшими вдоль главной оси молекулы парами комплементарных 

оснований, V – коэффициент, характеризующий взаимодействие между основаниями 

внутри этих пар. Ось z направлена вдоль главной оси молекулы.  

В случае синтетической однородной ДНК, когда все коэффициенты уравнения синус-

Гордона являются константами, уравнение (1) обладает точными аналитическими 

решениями в виде кинков: 

04arctan exp ( )z vt z
d

  
 = − −  

  
,                                          (2) 

которые Инглэндер [9] и многие другие авторы [10–19] интерпретируют как открытые 

состояния ДНК. Такие открытые состояния представляют собой небольшие (около 10 и 

более пар оснований) области в двойной цепи ДНК, внутри которых водородные связи 

между комплементарными основаниями разорваны. Открытые состояния образуются, в 

частности, на начальных стадиях процесса транскрипции (транскрипционный пузырь) и 

репликации (репликационная вилка). В формуле (2) v – скорость кинка, 0z  – 

произвольная константа, 1/2( / )d a K V= , 
2 2 1/2

0(1 / )v C −= − , 
1/2

0 ( / )C a K I=  – скорость 

звука в ДНК.  

Чтобы учесть эффекты диссипации, в правую часть уравнения (1) обычно добавляют 

дополнительное слагаемое, пропорциональное угловой скорости t :  

2 sintt zz tI K a V −  +  = − ,                                            (3) 

где α – коэффициент диссипации. Для учета воздействия внешнего торсионного момента 

)(tM  в правую часть уравнения (3) добавляют второе дополнительное слагаемое:  
2' sin ( )tt zz tI K a V M t −  +  = − + .                                   (4) 

Однако, даже для случая однородной синтетической молекулы ДНК не удается 

построить точные аналитические решения уравнения (4). Отсюда появляется 

необходимость использовать приближенные аналитические методы, а также численные 

методы.  

В настоящей работе для решения уравнения (4) будет использован комбинированный 

подход, включающий применение приближенного аналитического метода МакЛафина и 

Скотта [20] и численных методов. Будут найдены временные зависимости координаты, 

скорости, размера и энергии кинка при разных значениях параметров внешнего 

торсионного момента. Будет показано, что изменяя эти параметры, включая и выключая 

внешнее воздействие, можно регулировать скорость и направление движения кинка. 

Будут получены оценки значения постоянного торсионного момента M0, необходимого 

для движения открытого состояния со скоростью, близкой к скорости движения 

транскрипционного пузыря или репликационной вилки.  

 

 

МОДЕЛЬ И МЕТОД 

Для определенности при проведении расчетов возьмем в качестве примера 

последовательность небольшой кольцевой молекулы ДНК плазмиды pTTQ18, которая 
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широко используется в генной инженерии для переноса генетической информации и 

генетических манипуляций [21].  

Последовательность плазмиды содержит 4563 азотистых оснований. Из них 1105 

аденинов, 1090 тиминов, 1193 гуанинов и 1175 цитозинов. Уравнение угловых 

колебаний n-го основания в такой последовательности имеет вид [22]: 

2

1 1 1 12

( ) ( )
( ( ) 2 ( ) ( )) sin ( ) ( )n n

n n n n n n n n n n n

d t d t
I KR R t R t R t V t M t

dt dt
+ + − −

 
−  −  +  +  = − + . (5) 

Здесь φn (t) – угловое отклонение n-го азотистого основания от положения равновесия, In 

– момент инерции n-го основания, K – жесткость (на растяжение) сахаро-фосфатного 

остова, a – расстояние между ближайшими парами комплементарных оснований, Vn – 

коэффициент, характеризующий взаимодействие между основаниями внутри n-ой пары, 

n = 1, 2, … N, где N – число оснований в последовательности. М(t) – торсионный момент, 

действующий на основания ДНК. Значения коэффициентов уравнения (5) представлены 

в таблице 1. 
 

Таблица 1. Коэффициенты уравнения (5) [23, 24] 

Вид n-го 
основания 

In 

(10−44 кг∙м2) 

K 
(Дж/м2) 

Rn 

(10−10 м) 
Vn 

(10−20 Дж) 
a 

(10−10 м) 
αn 

(Дж∙с) 

Аденин 
Тимин 
Гуанин 
Цитозин 

7.61 
4.86 
8.22 
4.11 

6.75 
6.75 
6.75 
6.75 

5.8 
4.8 
5.7 
4.7 

2.09 
1.43 
3.12 
2.12 

3.4 
3.4 
3.4 
3.4 

4.25 
2.91 
4.10 
2.79 

 

Будем считать, что искомые решения ( , )z t  являются достаточно гладкими 

функциями и перепишем уравнение (5) в континуальном приближении:  

2 2
2

2 2

( , ) [ ( ) ( , )] ( , )
( ) ( ) ( )sin ( , ) ( ) ( )

z t R z z t z t
I z KR z a V z z t z M t

t z t

    
− +  = − +

  
.       (6) 

Чтобы упростить расчеты, заменим коэффициенты уравнения (6) их средними 

значениями [24]: 

A T G C
A T G C( )

N N N N
I z I I I I I

N N N N
→ = + + + , 

A T G C
A T G C( )

N N N N
R z R R R R R

N N N N
→ = + + +

,                                 (7) 

A T G C
A T G C( )

N N N N
V z V V V V V

N N N N
→ = + + + , 

A T G C
A T G C( )

N N N N
z

N N N N
 →  =  +  +  + 

,
 

где NA – количество аденинов, NT – количество тиминов, NG – количество гуанинов, NC 

– количество цитозинов и A T G C( )N N N N N= + + +  – общее количество азотистых 

оснований в последовательности плазмиды pTTQ18. После процедуры усреднения 

уравнение (6) приобретет вид, аналогичный (4), но с пересчитанными по формулам (7) 

значениями коэффициентов: 

2 2
2

2 2

( , ) ( , ) ( , )
sin ( , ) ( )

z t z t z t
I K a V z t M t

t z t

    
− +  = − +

  
,                      (8) 

где 2K KR = . Пересчитанные значение коэффициентов уравнения (8) приведены в 

таблице 2.  
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Таблица 2. Усредненные значения коэффициентов модельного уравнения
 

Вид 
последовательности

 I  
(10−44 кг∙м2) 

K   
(10−18 Дж) 

V  
(10−20 Дж) 

  

(10−34 Дж∙с)
 

pTTQ18
 6.21 1.88 2.21 3.51 

 

Для удобства проведения дальнейших расчетов перейдем к новым переменным: 

t =  , z =  ,                                                           (9) 

где 1/2( / )V I = , 1 1/2( / ')a V K− = . В новых переменных уравнение (8) приобретет вид: 

sin ( )   − +  = − +   ,                                             (10) 

где 1/2/( )IV =  , 1/ 2( ) ( ) /( )M V  =  . 

Далее для решения уравнения (10) воспользуемся приближенным методом 

МакЛафлина – Скотта [20], согласно которому решение уравнения (10) имеет ту же 

форму кинка, что и уравнение (1): 

04arctan[exp( ( ( ) ] =   −   −  ,                                          (11) 

но при этом скорость кинка  уже не является константой, а становится функцией 

времени. При этом параметр  будет определяться формулой: 2 1/21/[1 ( ( )) ] = −   .  

Метод МакЛафлина – Скотта позволяет получить уравнение для скорости кинка (τ):  

2 2 3/2 ( )
(1 ) (1 )

4

d

d

  
= − −  + − 


.                                       (12) 

Для проведения дальнейших расчетов перепишем модельное уравнение (12) в виде 

двух связанных обыкновенных дифференциальных уравнений: первое для координаты 

центра масс кинка ξ(τ), второе для его скорости (τ): 

d

d


= 


,                                                                                      (13) 

2 2 3/2 ( )
(1 ) (1 )

4

d

d

  
= − −  + − 


.                                         (14) 

Аналогичный подход был применён нами в работе [25]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Сначала мы приведем результаты моделирования движение кинка под действием 

постоянного внешнего торсионного момента, а затем – результаты моделирования 

движения кинка при «включении» и «выключении» постоянного торсионного момента.  

Результаты для случая одного фиксированного значения начальной скорости 

кинка и трех различных значений торсионного момента 

Результаты расчета временной зависимости скорости кинка  и его координаты  в 

случае, когда (τ) = 0 = const, представлены на рисунках 1,a и 1,b. Фазовый портрет 

кинка представлен на рисунке 1,c. Все три графика построены для фиксированного 

значения начальной скорости υ0 = 0.1 и трех различных модельных значений 

торсионного момента 0: 01 = 1.215∙10−4, 02 = 2.429∙10−3, 0

crit  = 1.215∙10−3. Время счета 

всех кривых на рисунках 1,a и 1,b и красной кривой на рисунке 1,c равно 2.5∙103. Время 

расчета черной кривой на рисунке 1,c равно 5∙103, зеленой – 5∙104. 
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      а)                                               b)                                             c) 

 

Рис. 1. Скорость υ(τ) (a), координата ξ(τ) (b) и фазовый портрет кинка (с), рассчитанные для трех 

значений торсионного момента: 0

crit  (черная кривая), 01 0

crit    (зеленая кривая), 02 0

crit    (красная 

кривая). Начальное значение скорости υ0 = 0.1. Коэффициент диссипации β = 0.009. 
 

Значение 0

crit  определялось из уравнения (14). Положив в (14) / 0d d  =  мы нашли 

критическое значение параметра 0

crit : 

0
0

2

0

4

1

crit 
 =

 −
,                                                                (15)

 

при котором скорость кинка будет сохранять постоянное значение, равное начальной 

скорости υ0. Если взять, например, начальное значение скорости υ0 = 0.1, то из 

формулы (15) находим 0

crit = 1.215∙10−3. Остальные два модельных значения 01 и 02 

выбраны произвольно. Единственное условие, которое было использовано: 01 0

crit    и 

02 0

crit   . 

Из рисунка 1,a видно, что при значении торсионного момента 0 0

crit =   скорость 

кинка остается постоянной (черная линия) и равной начальной скорости υ0. Если 

торсионный момент 01 0

crit   , скорость кинка сначала уменьшается (зеленая кривая) и 

после некоторого временного периода, равного приблизительно 500 единиц (0.83 нс), 

скорость выходит на стационарное значение: 
1/2

2

01

01

4
1 0.011st

−

  
  = + = 

   

.                                               (16) 

Если торсионный момент 02 0

crit   , скорость кинка увеличивается и после 

приблизительно такого же временного периода, выходит на стационарное значение: 
1/2

2

02

02

4
1 0.207st

−

  
  = + = 

   

.                                               (17) 

Из рисунка 1,b видно, что при значении торсионного момента 0 0

crit =   координата 

кинка представляет собой абсолютно прямую линию, что соответствует постоянной 

скорости кинка на всем временном промежутке. При 01 0

crit    координата сначала 

образует небольшой изгиб, а затем через некоторый промежуток времени (мы назовем 

его переходным периодом) превращается в прямую линию. Аналогично при 02 0

crit    

координата имеет сначала небольшой изгиб (в противоположную сторону), а затем тоже 

выходит на прямую линию. 

Мы воспользовались полученным решением уравнений (13)–(14) для скорости , 

чтобы рассчитать зависимость динамических характеристик кинка от времени. На 
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рисунке 2 представлены временные зависимости полной энергии кинка 

( )
1/2

28 1 ( )e
−

= −   и его размера ( )
1/2

21 ( )D = −  . 

 

 

                                                         а)                                                     b) 

Рис. 2. Энергия e(τ) (a) и размер кинка D(τ) (b), рассчитанные для трех значений постоянного 

внешнего воздействия: 01

critt    (зеленая кривая), 0 0

crit =   (черная кривая), 02 0

crit    (красная 

кривая). Начальное значение скорости υ0 = 0.1. Коэффициент диссипации β = 0.009. 

 

Из рисунка 2 видно, что при «запуске» кинка с начальной скоростью υ0 = 0.1, энергия 

и размер кинка не меняются, если торсионный момент равен 0

crit  (черные кривые). При 

значении торсионного момента 01 0

crit    энергия кинка прежде, чем выйти на стационар, 

уменьшается от 8.04 до 8 единиц, а размер кинка – от 0.995 до 0.99 единиц (зеленые 

кривые). При значении торсионного момента 02 0

crit    энергия кинка, прежде чем выйти 

на стационар, увеличивается от 8.04 до 8.16 единиц, а размер кинка – от 0.995 до 1.01 

единиц (красные кривые).  

Расчет для случая одного фиксированного значения торсионного момента и трех 

различных значений начальной скорости кинка 

Характеристики кинка, представленные на рисунках 1 и 2 были построены для 

фиксированного значения начальной скорости υ0 = 0.1 и трех различных модельных 

значений торсионного момента 0: 01 = 1.215∙10−4, 02 = 2.429∙10−3, 0

crit = 1.215∙10−3. На 

рисунке 3 представлены результаты расчета временной зависимости скорости кинка и 

его координаты для другого случая: для фиксированного значения торсионного момента 

02 0

crit    и трех различных модельных значений начальной скорости υ0. 
 

 
                                                 а)                                                               b) 
 

Рис. 3. Зависимость скорости υ (а) и координаты ξ кинка (b) от времени при различных значениях 

начальной скорости кинка υ0 рассчитанные для 02 0

critt   . Значения начальной скорости: υ1(0) = 0.1, 

υ2(0) = 0.5, υ3(0) = 0.8. Коэффициент диссипации β = 0.009. 
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Из рисунка 3,a видно, что в случае фиксированного торсионного воздействия при 

любом значении начальной скорости υ0 значение установившейся скорости кинка 02

st  

будет одинаковым. А из рисунка 3,b видно, что наклон установившихся траекторий 

кинка также будет одинаковым.  

Расчет для случая «включения» и «выключения» постоянного торсионного 

момента  

Промоделируем теперь «включение» и «выключение» постоянного торсионного 

момента с помощью ступенчатых функций Хэвисайда:  

(τ) = 02 H(1 − ) + 01 H(2 − ).                                        (18) 

Результаты расчета временной зависимости скорости кинка  и его координаты  для 

этого случая представлены на рисунках 4,a и 4,b. Фазовый портрет кинка представлен на 

рисунке 4,c. 
 

    
                       а)                                                    b)                                                          с) 
 

Рис 4. Скорость υ(τ) (a), координата ξ(τ) (b) и фазовый портрет кинка (c) при «включении» и 

«выключении» внешнего торсионного момента. При τ = 0 включается постоянный торсионный 

момент 2 = 0.00125, которое выключается при τ1 = 1020. Затем при τ2 = 1800 включается 

постоянный торсионный момент 1 = 0.00243. Начальное значение скорости υ0 = 0. Коэффициент 

диссипации β = 0.009.  

 

Результаты расчета динамических характеристик кинка (его энергии и размера) 

представлены на рисунке 5. 
 

 
                                                  а)                                                            b) 

 

Рис. 5. Энергия (a) и размер кинка (b) при «включении» и «выключении» внешнего воздействия. 

При τ = 0 включается постоянный торсионный момент 2 = 0.00125, который затем в момент τ1 = 

1020 выключается. Затем при τ2 = 1800 снова включается постоянный торсионный момент 1 = 

0.00243. Начальное значение скорости υ0 = 0. Коэффициент диссипации β = 0.009.  
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Из рисунков 4 и 5 видно, что в каждом из трех временных интервалов: (0, 1), (1, 2) 

и (2, ), наблюдается два временных периода: переходной период, когда скорость кинка 

заметно изменяется, и период установившегося движения, когда скорость кинка 

постоянна. Кроме того, из рисунков 4 и 5 видно, что меняя параметры функции (18) 

можно в определенных интервалах времени заставить кинк двигаться с заданной 

скоростью, менять направление движения или даже полностью останавливаться. Таким 

образом, можно управлять движением кинка. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И ВЫВОДЫ 

Влияние торсионного момента на движение кинка ДНК исследовано методами 

математического моделирования. Для математического описания вращательной 

динамики ДНК было использовано модифицированное уравнение синус-Гордона. Для 

его решения был использован комбинированный подход, включающий применение 

приближенного аналитического метода МакЛафина и Скотта и численных методов. 

Найдены временные зависимости скорости, координаты, размера и энергии кинка при 

разных значениях параметров внешнего торсионного момента. Показано, что изменяя 

эти параметры, включая и выключая внешнее воздействие, можно регулировать скорость 

и направление движения кинка. 

Проведенные исследования позволяют оценить значение постоянного торсионного 

момента M0, необходимого для движения открытого состояния со скоростью, сравнимой 

со скоростью транскрипции. Для этого перепишем формулу (16) в старых координатах: 

0
01 2

01

,

4
1

st С

V

M I

 =

 
+  

 

                                                   (19) 

где 2

0 ' /С K a I=  – скорость звука в плазмиде pTTQ18. 

Из (19) найдем, какой нужен торсионный момент 01 , чтобы кинк двигался с наперед 

заданной скоростью 01

st : 

01
01 01

0

4
,

st
st V

M
С I

 
= 


                                                     (20) 

где 

( )
( )

01 2

01

2

0

1
.

1

st

st

С

 =


−

 

Из формулы (20) мы определили, что торсионный момент, необходимый чтобы кинк 

двигался, например, со скоростью 100 пар оснований в секунду (0.34∙10−7 м/с), 

сравнимой со скоростью транскрипции, равен M01 = 0.49∙10–31 Дж. 

Отметим, что эта оценка получена в рамках простейшей модели вращательной 

динамики ДНК, основанной на модифицированном уравнении уравнения синус-

Гордона. Однако мы полагаем, что разработанный нами подход имеет более общее 

значение и применим для более точных и сложных моделей внутренней динамики ДНК. 

Можно ожидать, что применение таких моделей позволит получить более точную 

оценку торсионного момента.  
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