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�îññèÿ

b
ÖÍÈÈ Îðãàíèçàöèè è èí�îðìàòèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ ÌÇ �Ô, Ìîñêâà, �îññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ïðîñòîé íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä

äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãëàäêèõ ðàñïðåäåëåíèé àääèòèâíûõ âåëè÷èí

ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì. Ýòîò ìåòîä îïèðàåòñÿ íà òðåáîâàíèå

ìèíèìèçàöèè ìåðû íåãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè òî÷íîãî

ñîáëþäåíèÿ ãðóïïîâûõ ñóìì, ÷òî ñâîäèò çàäà÷ó ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä áûë ïðîòåñòèðîâàí íà äàííûõ ïî âîçðàñòíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ ñìåðòíîñòè, áûëà ïîêàçàíà åãî òî÷íîñòü, ñðàâíèìàÿ

è ïðåâûøàþùàÿ òî÷íîñòü ìåòîäà äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðè òåñòèðîâàíèè

íà äàííûõ ïî çàáîëåâàåìîñòè ðàêîì áûëè âûÿâëåíû íåäîñòàòêè è

îãðàíè÷åíèÿ ÷èñòî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ê ïðåèìóùåñòâàì

ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ

ïðîñòîòà, äîñòàòî÷íàÿ ãèáêîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå, ãëàäêèå ðàñïðåäåëåíèÿ,

âîññòàíîâëåíèå, ãèñòîãðàììû, çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â áèîìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà

ðàñïðåäåëåíèå êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé îò íåïðåðûâíîãî èëè

ìåëêîäèñêðåòíîãî ïàðàìåòðà (íàïð., çàáîëåâàåìîñòè èëè ñìåðòíîñòè êàê �óíêöèè

âîçðàñòà) îïèñûâàåòñÿ ñãðóïïèðîâàííûìè äàííûìè (íàïð., êîëè÷åñòâîì çàáîëåâøèõ

èëè óìåðøèõ ïî 5-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì), à äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òðåáóåòñÿ èìåííî íåïðåðûâíûé èëè

ìåëêîäèñêðåòíûé åãî âèä. Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå è áåç èñïîëüçîâàíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé çàäà÷à ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì ðåøåíèÿ íå èìååò. Â ñëó÷àå, åñëè åñòü îñíîâàíèÿ

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëîé îïðåäåëåííîãî

âèäà, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîé

ðåãðåññèè.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âèä ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íåèçâåñòåí, à

ïîòîìó ðàñïðåäåëåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ êàê òàáëè÷íàÿ �óíêöèÿ íà

äîñòàòî÷íî ìåëêîé äèñêðåòíîé ñåòêå (íàïð., ïî 1-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì).

Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê çíà÷åíèÿì òàáëè÷íîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå

ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì. Äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
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çíà÷åíèÿ òàáëè÷íîé �óíêöèè, îïðåäåëÿþò �èçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è îöåíêè

çíà÷åíèé òàáëè÷íîé �óíêöèè è èõ âçàèìîñâÿçü ñ èñòèííûì ðàñïðåäåëåíèåì

èçó÷àåìîé âåëè÷èíû. Òàê, åñëè èçâåñòíà äåòàëüíàÿ ìîäåëü èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîòîðîé èñòèííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþò â òî÷íîñòè (íàïð., åñëè èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå

� êóñî÷íî-ëèíåéíîå), è êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â êîòîðîé ïîçâîëÿåò

îäíîçíà÷íî èõ èäåíòè�èöèðîâàòü, òî ìîæíî ãîâîðèòü î âîññòàíîâëåíèè èñòèííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå. Åñëè æå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü òîëüêî íåêîòîðûå

îáùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ, âûïîëíÿåìûå â ñðåäíåì (íàïð. ãëàäêîñòü),

òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé òàáëè÷íîé �óíêöèè ñ ó÷åòîì ýòèõ ñâîéñòâ

ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàõîæäåíèå ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî (ñãëàæåííîãî)

ïðèáëèæåíèÿ ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ, èãíîðèðóþùåãî îñîáåííîñòè èñòèííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì íåïàðàìåòðè÷åñêèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå

ìàêñèìèçàöèè ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìîå êàê ìèíèìèçàöèÿ íîðìû

ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà îò èñêîìîé �óíêöèè. Òàêîå

òðåáîâàíèå äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî ïðè ðàáîòå ñ âåëè÷èíàìè, îáëàäàþùèìè ïëàâíîé

çàâèñèìîñòüþ îò ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Íàïðèìåð, åñëè ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ

âðåìÿ, òî òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè åñòåñòâåííî äëÿ âåëè÷èí ñ èíåðöèîííîé äèíàìèêîé

èëè ïðè ðàññìîòðåíèè âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëîâ, ìíîãî á�îëüøèõ õàðàêòåðíîãî

âðåìåíí�îãî ìàñøòàáà âîçìóùàþùèõ �àêòîðîâ. Âìåñòå ñ òåì, ïîèñê íàèáîëåå

ãëàäêîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàãëàæèâàíèþ

îñîáåííîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùèõ ìàñøòàá ïîðÿäêà ðàçìåðà ÿ÷åéêè ñåòêè

ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ. Ïðè èçó÷åíèè äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ ý��åêòîâ (ìàñøòàáà

ÿ÷åéêè ñåòêè ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ è áîëåå) òàêîå çàãëàæèâàíèå ìîæåò áûòü

ïîëåçíî è óñòðàíÿòü øóì â äàííûõ, íî ïðè èçó÷åíèè áîëåå ìåëêîìàñøòàáíûõ

ý��åêòîâ èñïîëüçîâàíèå âîññòàíîâëåííûõ çàãëàæåííûõ äàííûõ êàê èñòèííûõ

âåäåò ê íåïîïðàâèìûì îøèáêàì è, ïî ñóòè, ê ïîäìåíå ðåàëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëüþ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Îáîçíà÷èì èñêîìóþ âåëè÷èíó êàê x, à ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî îíà çàâèñèò �

êàê a. Ïóñòü èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè xj = x(aj) â òî÷êàõ

a1, . . . , aJ . Ïóñòü îïðåäåëåíà ãðóïïèðîâêà òî÷åê aj , j = 1, J â I ãðóïï, çàäàííàÿ

ìàòðèöåé C ðàçìåðà I×J , ÷åé ýëåìåíò cij ðàâåí 1, åñëè aj ïðèíàäëåæèò i-îé ãðóïïå,
è ðàâåí 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:
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0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 · · · 1















.

Ïóñòü çàäàíû ñãðóïïèðîâàííûå çíà÷åíèÿ yi, i = 1, I, ïðè÷åì âåëè÷èíà x îáëàäàåò

ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî åå çíà÷åíèå äëÿ i-îé ãðóïïû åñòü ñóììà

çíà÷åíèé xj äëÿ âñåõ aj , ïðèíàäëåæàùèõ i-îé ãðóïïå:

y = Cx, y =







y1
.

.

.

yI






, x =







x1

.

.

.

xJ






.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè òàáëè÷íóþ �óíêöèþ γj = γ(aj), j = 1, J (ñëóæàùóþ ïðèáëèæåíèåì

ê xj), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (íàïð., óñëîâèþ

ìàêñèìèçàöèè ãëàäêîñòè) è ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ èëè ïðèáëèæàòüñÿ

óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ âõîäíûì äàííûì:

y ≈ Cγ. (1)

ÑÓÙÅÑÒÂÓÞÙÈÅ ÏÎÄÕÎÄÛ

Îäèí èç âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå Rizzi, Gampe

è Eilers [1℄. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå îòñ÷åòû yi ÿâëÿþòñÿ
ðåàëèçàöèÿìè ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè

µi, îïðåäåëÿåìûìè ÷åðåç µ = Cγ, ãäå µ = (µ1, . . . ,µI)
T
è γ = (γ1, . . . ,γJ)

T
.

Ïîýòîìó óñëîâèå (1) ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ìàêñèìèçàöèè �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ

ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èí

γ â ðàáîòå [1℄ ââîäèòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ = eβ, β = (β1, . . . ,βJ)
T
. Äîïîëíèòåëüíî

íà γ íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå ãëàäêîñòè, çàäàâàåìîå êàê ìèíèìèçàöèÿ �øòðà�íîé�

êâàäðàòè÷íîé �îðìû PRi = (D2β)
2 = βTDT

2
D2β, â êîòîðîé ìàòðèöà D2 ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ìàòðèöåé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (ðàçìåðà (J − 2)× J):

D2 =











1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 −2 1











.

Â èòîãå â ðàáîòå [1℄ çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ êàê ìàêñèìèçàöèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé

�óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ñî øòðà�îì, â êîòîðóþ øòðà�íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

âõîäèò ñ âåñîì λ:

β∗ = argmax
β

(

I
∑

i=1

(yi lnµi(β)− µi(β))−
λ

2
βTDT

2
D2β

)

. (2)

Òàêèì îáðàçîì, â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, èñïîëüçîâàííîé Rizzi ñ ñîàâò., âîçíèêàåò

êîíêóðåíöèÿ (ò.í. trade-o�) ìåæäó òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ

è ìèíèìèçàöèåé íåãëàäêîñòè. Ïàðàìåòð λ, óïðàâëÿþùèé ýòîé êîíêóðåíöèåé,

àâòîðû [1℄ ïðåäëàãàþò íàõîäèòü çà ñ÷åò ìèíèìèçàöèè èí�îðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ

Àêàèêå (AIC), âû÷èñëåííîãî äëÿ ðåøåíèé β∗
, ïîëó÷àåìûõ äëÿ ñïåêòðà çíà÷åíèé λ

(ò.å. ïåðåáîðîì ïî ñåòêå ïî λ).

Â êà÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðèìåðà â ñòàòüå [1℄ èñïîëüçîâàëèñü äàííûå

ïî êîëè÷åñòâó ñìåðòåé îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè

(ÑØÀ) â 2009 ãîäó, ïîëó÷åííûå ñ ñàéòà Öåíòðà ïî êîíòðîëþ çàáîëåâàåìîñòè

(CDC) [2℄. Ýòè äàííûå ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ïî 1-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì (x),
íî äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äàííûå áûëè ïðîñóììèðîâàíû ïî 5-ëåòíèì

âîçðàñòíûì ãðóïïàì îò 0 äî 85 ëåò è ñ�îðìèðîâàíà îáùàÿ ãðóïïà �85 ëåò è

ñòàðøå� (y). Ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì y áûë ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò îöåíîê γ ïî

1-ëåòíèì ãðóïïàì è îíè ãðà�è÷åñêè ñðàâíèâàëèñü ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè x. Â
öåëîì, ñîâïàäåíèå γ ñ x ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê âåñüìà õîðîøåå, íî àâòîðû [1℄

íå ïðîâîäèëè äåòàëüíîé êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ (êàê ïî

ñîâïàäåíèþ γ ñ x, òàê è ïî ñîâïàäåíèþ µ ñ y).
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ÌÎÒÈÂÀÖÈß ÀËÜÒÅ�ÍÀÒÈÂÍÎ�Î ÏÎÄÕÎÄÀ

Ïðè ïîïûòêå ïîâòîðèòü ìåòîä Rizzi ñ ñîàâò. [1℄ áûëî îáíàðóæåíî,

÷òî â íåì èñïîëüçîâàëîñü ðàñøèðåííîå îïðåäåëåíèå AIC ñ âû÷èñëåíèåì

ý��åêòèâíîé ðàçìåðíîñòè ìîäåëè, òåñíî ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçóåìûì â [1℄

÷èñëåííûì ìåòîäîì äëÿ ìàêñèìèçàöèè �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ñî øòðà�îì.

Íåäîñòàòî÷íàÿ äîêóìåíòèðîâàííîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà è ðàñõîæäåíèÿ

ìåæäó ïðåäñòàâëåííûì â [1℄ ïðîãðàììíûì êîäîì íà ÿçûêå R [3℄ è åãî òåêñòîâûì

îïèñàíèåì íå ïîçâîëèëè íåçàâèñèìî âîñïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíîé

ðàçìåðíîñòè ìîäåëè. Êðîìå òîãî, â [1℄ (êàê â òåêñòå, òàê è â âû÷èñëèòåëüíîì

êîäå), ïî-âèäèìîìó, èìååòñÿ îøèáêà â îïðåäåëåíèè AIC

2

. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå AIC

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåîáõîäèìûì â ìåòîäå Rizzi ñ ñîàâò., ïîñêîëüêó áåç íåãî íåâîçìîæíî

îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ïàðàìåòðà λ.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Rizzi ñ ñîàâò., îïèðàþùàÿñÿ íà äâóõýòàïíóþ îïòèìèçàöèþ,

ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïðîñòûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, òðåáóþùèõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ òîëüêî öåëåâîé

�óíêöèè. Îäíàêî ïðîãðàììíûé êîä íà ÿçûêå R, ïðåäñòàâëåííûé â ñòàòüå [1℄,

ðåàëèçóåò âåñüìà ý��åêòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, îïèðàþùèéñÿ íà

âûïîëíåííóþ àíàëèòè÷åñêè (ò.å. âðó÷íóþ) ëèíåàðèçàöèþ öåëåâîé �óíêöèè, à

ïîòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè èìåííî ýòîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïðîáëåìû

âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ìàëîâåðîÿòíû.

Ïîìèìî ýòîãî, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êàê ïðè ïîìîùè ïðåäîñòàâëåííîãî â [1℄

ïðîãðàììíîãî êîäà íà ÿçûêå R, òàê è ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííîãî ïðîãðàììíîãî

êîäà, èñïîëüçóþùåãî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ λ, óêàçàííûå â [1℄, ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ 5-ëåòíèõ âîçðàñòíûõ ãðóïï ìåòîä Rizzi ñ ñîàâò. äàåò âåñüìà çíà÷èòåëüíûå

îòêëîíåíèÿ ãðóïïîâûõ ñóìì µ îò äàííûõ y (äî ≈ 40%).

Âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâåëè ê âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè

áîëåå ïðîñòîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, ëèøåííîãî

íåäîñòàòêîâ ìåòîäà Rizzi ñ ñîàâò.

ÊÏ-ÌÅÒÎÄ

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ

ðàñïðåäåëåíèé, ïîçâîëÿþùèé èçáàâèòüñÿ îò êîíêóðåíöèè (trade-o�) ìåæäó

òðåáîâàíèåì òî÷íîñòè ñîâïàäåíèÿ ãðóïïîâûõ ñóìì µ ñ y è òðåáîâàíèåì ìèíèìèçàöèè

íåãëàäêîñòè ïîëó÷àåìîé òàáëè÷íîé �óíêöèè. Ýòîò ìåòîä îïèðàåòñÿ íà òðåáîâàíèå

òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (1) è èñïîëüçîâàíèå åãî êàê óñëîâèÿ ïðè ìèíèìèçàöèè

ìåðû íåãëàäêîñòè ðåøåíèÿ γ:
{

PQP (γ) = γTDTDγ → min,
y = Cγ,

(3)

ãäå D åñòü íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà K × J , çàäàþùàÿ êðèòåðèé ãëàäêîñòè.

Â êà÷åñòâå ìàòðèöû D ìîæåò âûñòóïàòü ìàòðèöà D2. Ïðè íåîáõîäèìîñòè

ñèñòåìà (3) ìîæåò áûòü äîïîëíåíà ÿâíûì òðåáîâàíèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ,

çàìåíÿþùèì íåëèíåéíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ γ ÷åðåç β â ìåòîäå Rizzi ñ ñîàâò.:

γj ≥ 0, j = 1, J. (4)

2

Â [1℄ îòêëîíåíèå (devian
e) ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê Dev(y|µ) = 2
∑I

i=1
yi ln

yi

µi

, òîãäà êàê èç

îïðåäåëåíèÿ îòêëîíåíèÿ (devian
e) è èç âèäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

ñëåäóåò Dev(y|µ) = 2
∑I

i=1

(

yi ln
yi

µi

− µi

)

. Ò.ê. µi â äàííîé çàäà÷å ïî÷òè �èêñèðîâàíû, ðàçíèöà

äâóõ îïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü íåâåëèêà. Íî íåëüçÿ èñêëþ÷àòü è îáðàòíóþ ñèòóàöèþ.
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Î ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ �ËÀÄÊÈÕ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÉ ÏÎ Ñ��ÓÏÏÈ�ÎÂÀÍÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (3) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó äàëåå íàøó ìîäåëü ìû

áóäåì íàçûâàòü ÊÏ-ìåòîä.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà PQP (γ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ìåòîäó

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùóþ áëî÷íî-ìàòðè÷íóþ �îðìó (çäåñü λ

åñòü âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëèíû I):

(

DTD CT

C 0

)[

γ

λ

]

=

[

0
y

]

. (5)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå (5) áûëî òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà

P (γ), òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åãî ðåøåíèå áûëî åäèíñòâåííûì. Îáû÷íî ýòî ãàðàíòèðóåòñÿ

òðåáîâàíèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû

(DTD â äàííîì ñëó÷àå). Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèö D, ÿâëÿþùèõñÿ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ïðèáëèæåíèÿìè ïðîèçâîäíûõ êàêîé-ëèáî ñòåïåíè, ìàòðèöà

êâàäðàòè÷íîé �îðìû îêàçûâàåòñÿ ëèøü íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Â ýòîì

ñëó÷àå ðåøåíèå (5) åäèíñòâåííî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

γTDTDγ > 0 ∀γ : Cγ = 0. (6)

Äëÿ èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå ìàòðèö D è C óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ, à ïîòîìó

óðàâíåíèÿ (5) äàþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3).

Åñëè ðåøåíèå (5) äàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ γ, íåäîïóñòèìûå ïî �èçè÷åñêîìó

ñìûñëó çàäà÷è, íåîáõîäèìî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (4). Â ýòîì ñëó÷àå

çàäà÷à (3, 4) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

ñìåøàííîãî âèäà (ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â

ýòîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà [4, 5℄, íî ïîëó÷àþùàÿñÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ïî-âèäèìîìó, íå èìååò òàêîãî æå ïðîñòîãî ðåøåíèÿ,

êàê ÑËÀÓ (5). Ïîýòîìó ìíîæåñòâîì àâòîðîâ áûëî ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â ñèëó ó÷åòà âèäà çàäà÷è, ýòè ìåòîäû, êàê ïðàâèëî,

èìåþò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü.

ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÛ È Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ

ÏÎÄÕÎÄÎÂ

Äàííûå

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü òå æå íàáîðû äàííûõ, ÷òî è â

ñòàòüå Rizzi ñ ñîàâò. [1℄: êîëè÷åñòâî ñìåðòåé îò áîëåçíåé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ

(êîäû I00-I99 ïî Ìåæäóíàðîäíîé êëàññè�èêàöèè áîëåçíåé 10-ãî ïåðåñìîòðà

(ÌÊÁ-Õ)), îò íîâîîáðàçîâàíèé (C00-D48), îò áîëåçíåé êðîâè, êðîâåòâîðíûõ îðãàíîâ

è îòäåëüíûõ íàðóøåíèé, âîâëåêàþùèõ èììóííûé ìåõàíèçì (D50-D89), îò íåêîòîðûõ

èí�åêöèîííûõ è ïàðàçèòàðíûõ çàáîëåâàíèé (A00-B99) â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ

Àìåðèêè â 2009 ãîäó. Äàííûå áûëè çàãðóæåíû ñ ñàéòà CDC [2℄ â âèäå òàáëèö ïî

1-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì: �< 1 ãîäà�, �1 ãîä�, �2 ãîäà�, . . . , �99 ëåò�, �100 ëåò è

ñòàðøå�.

Ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå �îðìèðîâàëèñü òàê æå, êàê è â [1℄: èñïîëüçîâàëèñü

5-ëåòíèå âîçðàñòíûå ãðóïïû �0�4 ãîäà�, �5�9 ëåò�, . . . , �80�84 ãîäà�, øèðîêàÿ ãðóïïà

�85�114 ëåò� è äîáàâî÷íàÿ âèðòóàëüíàÿ ãðóïïà �115 ëåò è ñòàðøå�. Øèðîêàÿ

ãðóïïà �85�114 ëåò� íà ïðàêòèêå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå �85 ëåò è ñòàðøå�, ïîñêîëüêó
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ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè íå ïðåâûøàåò 115 ëåò. Âèðòóàëüíàÿ

ãðóïïà �115 ëåò è ñòàðøå� ñ íóëåâûì êîëè÷åñòâîì ñìåðòåé äîáàâëÿåòñÿ ÷òîáû

âíåñòè â ìîäåëü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî x(a) → 0 ïðè a → ∞. Â öåëÿõ

ãðà�è÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ áûëî òàêæå ïðåäïîëîæåíî, ÷òî ñìåðòè â ãðóïïå

�100 ëåò è ñòàðøå� ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ìåæäó âîçðàñòàìè 100�114 ëåò (íà

ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå ýòî íèêàê íå âëèÿëî, ò.ê. ñìåðòè ïåðåðàñïðåäåëÿëèñü

âíóòðè îäíîé ãðóïïû �85�114 ëåò�).

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà âîñïðîèçâåäåíà

ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò. (2), íî äëÿ ÷èñëåííîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà

èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòå÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàçè-íüþòîíîâñêîãî àëãîðèòìà

Áðîéäåíà-Ôëåò÷åðà-�îëüä�àðáà-Øàííî (BFGS) [6℄. Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ

ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî êîäà íà ÿçûêå R, ïðåäîñòàâëåííîãî

Rizzi ñ ñîàâò.: ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ, èñïîëüçóåìîé â

÷èñëåííûõ ìåòîäàõ â êà÷åñòâå öåëåâîé (10−6
).

3

Èñïîëüçîâàíèå ÷èñòîé ÊÏ-ìîäåëè (3) ïðèâîäèëî ê íååñòåñòâåííûì

îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì êîëè÷åñòâà óìåðøèõ. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàëàñü

äîïîëíåííàÿ ÊÏ-ìîäåëü (3, 4). Äëÿ åå íàñòðîéêè íà äàííûå èñïîëüçîâàëàñü

áèáëèîòå÷íàÿ �óíêöèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè [7℄. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè Rizzi

ñ ñîàâò. â ìîäåëè (3, 4) â êà÷åñòâå ìàòðèöû D èñïîëüçîâàëàñü ìàòðèöà D2, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò

γ ïî a.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî îáåèì ìîäåëÿì è ïî âñåì ÷åòûðåì íàáîðàì äàííûõ

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1�4. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé âåñîâîãî êîý��èöèåíòà λ â

ìîäåëè Rizzi ñ ñîàâò. èñïîëüçîâàëèñü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáîðà

äàííûõ, ïðèâåäåííûå â [1℄. Â èíòåðâàëå âîçðàñòîâ îò 15�20 è äî 80�85 ëåò îáå ìîäåëè

äàþò ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìûå ðåçóëüòàòû. Îïðåäåëåííûå ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ

â îáëàñòÿõ ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì ñìåðòåé (0�15 ëåò) è â îáëàñòè øèðîêîé ãðóïïû �85

ëåò è áîëåå�.

Ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò., êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæåò äàâàòü îòêëîíåíèÿ îò

ãðóïïîâûõ ñóìì y. Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ íåâÿçêà ãðóïïîâûõ ñóìì

((y − µ)/y) äëÿ ìîäåëè Rizzi ñ ñîàâò. Íåâÿçêà ãðóïïîâûõ ñóìì äëÿ ÊÏ-ìîäåëè íå

ïîêàçàíà, ò.ê. îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â ïðåäåëàõ ìàøèííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò. çíà÷èòåëüíî (äî ≈ 40%) èñêàæàåò

êîëè÷åñòâî ñìåðòåé â ìëàäøèõ âîçðàñòíûõ ãðóïïàõ, ÷òî ìîæåò áûòü çíà÷èìî äëÿ

èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ãðóïïàìè.

Äëÿ àíàëèçà êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ 1-ëåòíèõ äàííûõ x ïî ãðóïïîâûì ñóìììàì

y áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè (x − γ)/x (ðèñ. 6) è âû÷èñëåíû

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé îøèáîê ((x − γ) è

(x − γ)/x ñîîòâåòñòâåííî) â èíòåðâàëå âîçðàñòîâ 0�99 ëåò (òàáë. 1, 2). Òàêæå áûëè

ïðîèçâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ ÊÏ-ìîäåëüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñãëàæèâàþùèõ ìàòðèö

3

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó, ïî-âèäèìîìó, íåáîëüøîé îøèáêè, äîïóùåííîé Rizzi ñ ñîàâò. â èõ êîäå,

îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè îäèíàêîâîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà λ äîñòèãàþòñÿ òîãäà,

êîãäà â âîñïðîèçâåäåííîé ìîäåëè âåñîâîé ìíîæèòåëü â (2) çàäàåòñÿ êàê

√
λ, à íå êàê λ

2
.
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Òàáëèöà 1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå àáñîëþòíûå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ 1-ëåòíèõ

äàííûõ ïî ñìåðòíîñòè â ÑØÀ â 2009 ã. ïî ÷åòûðåì êëàññàì ïðè÷èí â èíòåðâàëå

âîçðàñòîâ 0�99 ëåò. Àáñîëþòíàÿ îøèáêà îïðåäåëÿëàñü êàê (x − γ). Äëÿ ÊÏ-ìåòîäà

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñãëàæèâàþùèõ ìàòðèö D

Àáñ.îø.,

Rizzi

Àáñîëþòíàÿ îøèáêà, ÊÏ-ìåòîä

D2 D1 D2 D3 D4

À) Á-íè ñèñò. êðîâîîáðàùåíèÿ 58.74 227.28 118.11 71.62 48.13

Á) Íîâîîáðàçîâàíèÿ 26.16 42.67 26.58 25.65 26.06

Â) Á-íè êðîâè, êðîâåòâîðí.

îðãàíîâ è îòä. íàðóøåíèÿ,

âîâëåêàþùèå èììóííûé ìåõ-ì

0.97 1.97 1.22 0.98 0.92

�) Íåêîòîðûå èí�åêöèîííûå è

ïàðàçèòàðíûå çàáîëåâàíèÿ

5.13 11.13 7.05 6.16 5.94

Òàáëèöà 2. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòíîñèòåëüíûå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ 1-ëåòíèõ

äàííûõ ïî ñìåðòíîñòè â ÑØÀ â 2009 ã. ïî ÷åòûðåì êëàññàì ïðè÷èí â èíòåðâàëå

âîçðàñòîâ 0�99 ëåò. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îïðåäåëÿëàñü êàê (x − γ)/x. Äëÿ

ÊÏ-ìåòîäà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñãëàæèâàþùèõ ìàòðèö

D

Îòí.îø.,

Rizzi

Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà, ÊÏ-ìåòîä

D2 D1 D2 D3 D4

À) Á-íè ñèñò. êðîâîîáðàùåíèÿ 0.0345 0.0579 0.0479 0.0418 0.0379

Á) Íîâîîáðàçîâàíèÿ 0.0067 0.0163 0.0059 0.0072 0.0093

Â) Á-íè êðîâè, êðîâåòâîðí.

îðãàíîâ è îòä. íàðóøåíèÿ,

âîâëåêàþùèå èììóííûé ìåõ-ì

0.0319 0.0389 0.0314 0.0261 0.0234

�) Íåêîòîðûå èí�åêöèîííûå è

ïàðàçèòàðíûå çàáîëåâàíèÿ

0.0403 0.0883 0.0702 0.0640 0.0603
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D1, . . . , D4, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè 1-îé,. . . , 4-îé ïðîèçâîäíîé

(ñì. ïðèëîæåíèå 1).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñãëàæèâàþùåé ìàòðèöû D2 ÊÏ-ìîäåëü ïî àáñîëþòíîé

îøèáêå ïðîèãðûâàåò ìîäåëè Rizzi ñ ñîàâò., íî ïî îòíîñèòåëüíîé îøèáêå ÊÏ-ìîäåëü íà

äâóõ íàáîðàõ äàííûõ èç ÷åòûðåõ îïåðåæàåò ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò. Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà

äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ìàòðèöå D â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îøèáêè ÊÏ-ìîäåëè

çíà÷èòåëüíî ñíèæàþòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèö D3, D4 â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ

îêàçûâàþòñÿ ëó÷øå îøèáîê ìîäåëè Rizzi ñ ñîàâò., èñïîëüçóþùåé ìàòðèöó D2.

ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

�àçëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî äâóì ìîäåëÿì ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîé è òîé

æå ñãëàæèâàþùåé ìàòðèöû D2 ìîæíî îáúÿñíèòü íå òîëüêî ðàçíûìè ïîäõîäàìè ê

îïòèìèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè, íî è ñòðóêòóðíûìè ðàçëè÷èÿìè öåëåâûõ �óíêöèé.

Ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò. òðåáóåò ìèíèìèçàöèè ìåðû íåãëàäêîñòè äëÿ êîý��èöèåíòîâ

β (PRi = βTDT
2
D2β), ñâÿçàííûõ ñ âîñ
òàíàâëèâàåìûìè çíà÷åíèÿìè γ ñîîòíîøåíèåì

γ = eβ. ÊÏ-ìîäåëü æå òðåáóåò ìèíèìèçàöèè íåãëàäêîñòè ñàìèõ âîññòàíàâëèâàåìûõ

çíà÷åíèé γ (PQP (γ) = γTDTDγ). Â ðåçóëüòàòå ìîäåëü Rizzi ñ ñîàâò. ñòðåìèòñÿ ê

ïðèáëèæåíèþ äàííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûìè �óíêöèÿìè îò âîçðàñòà, à ÊÏ-ìîäåëü

ñ ìàòðèöåé D2 � ëèíåéíûìè. Äëÿ äàííûõ ïî ñìåðòíîñòè â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ

åñòåñòâåííî îæèäàòü áëèçîñòü ïðî�èëÿ ñìåðòíîñòè ê ðàñïðåäåëåíèþ �îìïåðòöà,

èìåþùåìó èìåííî ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ïîäõîä Rizzi ñ ñîàâò. áîëåå

óñïåøåí â âîññòàíîâëåíèè õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé êîëè÷åñòâà ñìåðòåé ïî âîçðàñòàì.

Êðîìå òîãî, îáå ðàññìîòðåííûå ìîäåëè ïëîõî âîñïðîèçâîäÿò ïîâûøåííóþ

ìëàäåí÷åñêóþ ñìåðòíîñòü (ò.å. ðåçêèé ðîñò ñìåðòíîñòè â âîçðàñòàõ 0�1 ãîäà), çàìåíÿÿ

åå áîëåå ïëàâíûì ïîäúåìîì â âîçðàñòàõ 0�5 ëåò, à èíîãäà è ñòàðøå.

Ýòè äâà îáñòîÿòåëüñòâà âêóïå ñ òåì, ÷òî ÊÏ-ìîäåëü çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò

îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ìàòðèöû D äëÿ áîëüøèíñòâà, íî íå äëÿ

âñåõ íàáîðîâ äàííûõ, ïîä÷åðêèâàþò íåîáõîäèìîñòü áîëåå ãëóáîêîãî àíàëèçà òîãî,

êàêèå ìîäåëè áîëåå ý��åêòèâíû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé êàæäîãî òèïà, à

òàêæå òîãî, êàê ý��åêòèâíî âíîñèòü äîïîëíèòåëüíûå àïðèîðíûå çíàíèÿ (íàïðèìåð,

î �àêòå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâûøåííîé ìëàäåí÷åñêîé ñìåðòíîñòè) â âû÷èñëèòåëüíóþ

ìîäåëü. Â ðàáîòå [1℄ è âñëåä çà íåé â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿëñÿ ïðîñòåéøèé ïðèåì

äëÿ âíåñåíèÿ àïðèîðíîé èí�îðìàöèè � ñîçäàíèå âèðòóàëüíîé âîçðàñòíîé ãðóïïû

�115�130 ëåò� ñ íóëåâûì êîëè÷åñòâîì ñìåðòåé, �àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå êðàåâîìó

óñëîâèþ γ(115) = 0. Áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èçìåíÿòü

ñòðóêòóðó ìîäåëè, ÷òî îñîáåííî âàæíî äëÿ ÊÏ-ìîäåëè, ò.ê. îíà ìîæåò ïîòåðÿòü

�êâàäðàòè÷íîñòü� öåëåâîé �óíêöèè.

Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâà ñìåðòåé áîëåå åñòåñòâåííûì áûëî áû

ïðåäïîëàãàòü ìàêñèìàëüíóþ ãëàäêîñòü íå êðèâûõ êîëè÷åñòâà óìåðøèõ ïî âîçðàñòàì,

à ïîâîçðàñòíûõ óäåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ñìåðòíîñòè. Îäíàêî êîý��èöèåíòû

ñìåðòíîñòè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè âíóòðè âîçðàñòíûõ ãðóïï. Â ðàáîòå

Rizzi ñ ñîàâò. [1℄ ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä: ñíà÷àëà ñëåäóåò ïîëó÷èòü èëè

âîññòàíîâèòü êîëè÷åñòâî íàñåëåíèÿ ïî 1-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì (îáëàäàþùåå

ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè), à çàòåì âíåñòè ýòè êîëè÷åñòâà â êà÷åñòâå ñóììèðóþùèõ

êîý��èöèåíòîâ â ìàòðèöó C è íàñòðàèâàòü ìîäåëü íà ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå ïî

êîëè÷åñòâó óìåðøèõ � ïðè ýòîì ïåðåìåííûå γ áóäóò ñîîòâåòñòîâàòü ïîâîçðàñòíûì

êîý��èöèåíòàì ñìåðòíîñòè.
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÒÅÑÒÛ

Äëÿ ïðîâåðêè ý��åêòèâíîñòè ÊÏ-ìîäåëè áûë ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ íà äàííûõ ïî îíêîëîãè÷åñêèì çàáîëåâàíèÿì è ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ.

Â ïåðâîì òåñòå áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå ïî ÷èñëåííîñòè ïîñòîÿííîãî æåíñêîãî

íàñåëåíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ñ ðàçáèâêîé ïî 1-ëåòíèì âîçðàñòíûì ãðóïïàì

(îò �< 1 ãîäà� è äî �100 ëåò è ñòàðøå�) íà 1 ÿíâàðÿ 2014 ã. [8℄ Àíàëîãè÷íî

àíàëèçó äàííûõ ïî êîëè÷åñòâó óìåðøèõ, äàííûå áûëè ñãðóïïèðîâàíû â 5-ëåòíèå

ãðóïïû è îòêðûòóþ ãðóïïó �85 ëåò è ñòàðøå�. Áûëà äîáàâëåíà âèðòóàëüíàÿ ãðóïïà

�115�130 ëåò� ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì. Çàòåì áûë ïðèìåíåí ÊÏ-ìåòîä ñ D = D2.

�åçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 7. Â öåëîì âîññòàíîâëåíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ

ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê íåïëîõîå, õîòÿ ìåòîä çàãëàæèâàåò ðåçêèå êîëåáàíèÿ

÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ â ðàéîíå 65�75 ëåò (ñâÿçàííûå ñ äåìîãðà�è÷åñêîé äèíàìèêîé

âî âðåìÿ Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû è ïîñëå íåå).

Âî âòîðîì òåñòå ðàññìàòðèâàëèñü äàííûå ïî êîëè÷åñòâó ñëó÷àåâ çàáîëåâàíèÿ

çëîêà÷åñòâåííûìè íîâîîáðàçîâàíèÿìè ìîëî÷íîé æåëåçû (ÇÍÎ ÌÆ) ó æåíùèí,

ïîñòîÿííî ïðîæèâàâùèõ â �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè â 2014 ã. [9℄ Ýòè äàííûå ñîáèðàþòñÿ

â ðàìêàõ Ôîðìû � 7 �îñóäàðñòâåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ, à ïîòîìó

îòðàæàþò âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó òîëüêî ïî 5-ëåòíèì ãðóïïàì (îò �0�4 ãîäà� è

äî �85 ëåò è ñòàðøå�). �åçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ÊÏ-ìåòîäà ñ D = D2 ê ýòèì

äàííûì (ñ äîáàâëåíèåì �çàíóëÿþùåé� âèðòóàëüíîé ãðóïïû �115�130 ëåò�) ïîêàçàíû

íà ðèñóíêå 8. Â ñòàðøèõ âîçðàñòíûõ ãðóïïàõ íàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè êîëè÷åñòâà

çàáîëåâøèõ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ â ðåàëüíîñòè ìàëîâåðîÿòíî. Ïðèìåíåíèå

ñãëàæèâàþùèõ ìàòðèö D3 è D4 äàåò ïîõîæèå ðåçóëüòàòû (íå ïîêàçàíû). Ïðèìåíåíèå

ìàòðèöû D1 (íå ïîêàçàíî) ïðèâîäèò ê ìîíîòîííîìó ðåøåíèþ â îáëàñòè ñòàðøèõ

âîçðàñòîâ, íî ðåøåíèå íà÷èíàåò èìåòü �îðìó, áëèçêóþ ê êóñî÷íî-ëèíåéíîé.

Äëÿ îöåíêè óäåëüíûõ (íà äóøó íàñëåíèÿ) ÷àñòîò çàáîëåâàíèÿ ÇÍÎ ÌÆ áûëî

ïðèìåíåíî òðè ïîäõîäà (ðèñ. 9):

1. Íàèâíûé ïîäõîä: âîññòàíîâëåííûå 1-ëåòíèå êîëè÷åñòâà ñëó÷àåâ ÇÍÎÌÆ áûëè

ïîäåëåíû íà èçâåñòíûå êîëè÷åñòâà æåíùèí ïî 1-ëåòíèì ãðóïïàì.

2. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Rizzi ñ ñîàâò.: êîëè÷åñòâà ëþäåé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä

ðèñêîì, èñïîëüçîâàëèñü êàê êîý��èöèåíòû â ìàòðèöå C, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ÊÏ-ìîäåëü �îðìóëèðîâàëàñü îòíîñèòåëüíî ðèñêîâ:

C = CN =











N0 · · · N4 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
0 · · · 0 N5 · · · N9 0 · · · · · · 0
.

.
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.
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.

.
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.
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.

.

.
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.

.

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 N85 · · · N99











,

ãäå Ni � êîëè÷åñòâî ëþäåé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä ðèñêîì, âîçðàñòà i ëåò, à γ,

îöåíèâàåìûå â ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ óäåëüíûìè ðèñêàìè.

3. Ïîäõîä Rizzi ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì ïîñòîÿíñòâà óäåëüíûõ ÷àñòîò â

èíòåðâàëå 87�99 ëåò (γ87 = γ88 = . . . = γ99). Â ìîäåëè ýòî òðåáîâàíèå áûëî
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�èñ. 7. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âîçðàñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ æåíñêîãî íàñåëåíèÿ

�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè â 2014 ã. Èñïîëüçîâàëñÿ ÊÏ-ìåòîä ñ D = D2.
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�èñ. 8. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïîâîçðàñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà

çàáîëåâøèõ çëîêà÷åñòâåííûìè íîâîîáðàçîâàíèÿìè ìîëî÷íîé æåëåçû â �îññèéñêîé

Ôåäåðàöèè â 2014 ã. Èñïîëüçîâàëñÿ ÊÏ-ìåòîä ñ D = D2.
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�èñ. 9. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïîâîçðàñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óäåëüíûõ ÷àñòîò

çàáîëåâàíèÿ çëîêà÷åñòâåííûìè íîâîîáðàçîâàíèÿìè ìîëî÷íîé æåëåçû ñðåäè æåíñêîãî

íàñåëåíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè â 2014 ã. Èñïîëüçîâàëñÿ ÊÏ-ìåòîä ñ D = D2.

Âûñîêèå çíà÷åíèÿ ðèñêîâ â îáëàñòè 95�100 ëåò íå ïîêàçàíû.
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�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî äàííûì ÇÍÎ ÌÆ (ðèñ. 8, 9) ïîêàçûâàþò, ÷òî

êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè íåãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ

êîððåêòíîãî âîññòàíîâëåíèÿ õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ â øèðîêîé âîçðàñòíîé ãðóïïå

áåç �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ íà ïðàâîé åå ãðàíèöå. Òðåòèé èñïîëüçîâàííûé

ïîäõîä èëëþñòðèðóåò ïðîñòåéøèé ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ çà ñ÷åò âíåñåíèÿ

àïðèîðíîãî òðåáîâàíèÿ åãî ïîñòîÿíñòâà â îïðåäåëåííîé îáëàñòè.

Ïî-âèäèìîìó, ïîëíîñòüþ íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä íå ïîçâîëèò ðåøàòü

ïðîáëåìû òàêîãî ðîäà. Ýòî åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò âàæíîñòü ðàçðàáîòêè

êîìáèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ, ñî÷åòàþùèõ â ñåáå îáùèé íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä

ñ äîáàâëåíèåì àïðèîðíûõ ýëåìåíòîâ, âëèÿþùèõ íå íà âñ¼ ðåøåíèå â öåëîì, à íà

îòäåëüíûå åãî ó÷àñòêè èëè îñîáåííîñòè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, îïèðàþùèéñÿ

íà çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÊÏ-ìåòîä), ïîçâîëÿþùèé

âîññòàíàâëèâàòü ãëàäêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì. Îòëè÷èåì

ÊÏ-ìåòîäà îò ìåòîäà, ðàíåå ñîçäàííîãî Rizzi ñ ñîàâò. [1℄, ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ

è âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîñòîòà, òî÷íîå ñîõðàíåíèå ãðóïïîâûõ ñóìì è âîçìîæíîñòü

ëåãêî âíîñèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà ðàâåíñòâ è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

çà ñ÷åò ìîäè�èêàöèè óñëîâèé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òî÷íîñòü

ðàáîòû ÊÏ-ìåòîäà íà ðàññìîòðåííûõ íàáîðàõ äàííûõ ïî ñìåðòíîñòè ñîïîñòàâèìà

ñ ìåòîäîì Rizzi ñ ñîàâò., à ïðè ìîäè�èêàöèè ÊÏ-ìåòîäà çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ

ñãëàæèâàþùèõ ìàòðèö áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòü ÊÏ-ìåòîäà â ðÿäå ñëó÷àåâ

ïðåâîñõîäèò òî÷íîñòü ìåòîäà Rizzi.

Âîññòàíîâëåíèå ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòîò çàáîëåâàåìîñòè ðàêîì ïðîèëëþñòðèðîâàëî

íåäîñòàòî÷íîñòü ÷èñòî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì áåç àïðèîðíîãî

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ è ñ íåèíåðöèîííûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ ó ãðàíèö ðàáî÷åé

îáëàñòè.

Òåì íå ìåíåå, ÊÏ-ìåòîä ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ

â áèîìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ðàáîòàþùèõ ñî ñãðóïïèðîâàííûìè äàííûìè,

ïðè óñëîâèè ýêñïåðòíîãî êîíòðîëÿ àäåêâàòíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé è âíåñåíèÿ

íåîáõîäèìûõ êîððåêöèé â ìîäåëü. Òàêæå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ÊÏ-ìåòîä äàåò

ñãëàæåííîå ïðèáëèæåíèå èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à íå ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåò

èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå. Íî ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòû

ÊÏ-ìåòîäà áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê íåìó.

Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ êàê ÊÏ-ìåòîäà, òàê è äðóãèõ

ñõîæèõ ìåòîäîâ � ýòî óòî÷íåíèå ðåãóëÿðèçóþùåé ïîäìîäåëè, ò.å. òðåáîâàíèé,

íàêëàäûâàåìûõ íà âîññòàíàâëèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå (â äàííîé ðàáîòå ýòî áûëî

òðåáîâàíèå ìèíèìèçàöèè íîðìû ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé γ ïî a). Äëÿ ýòî íåîáõîäèìî
èçó÷åíèå òîãî, êàêèå ëîêàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè íàáëþäàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ

êëàññàõ ðåàëüíûõ äèñêðåòíûõ äàííûõ. Îáíàðóæåííûå ñâÿçè ìîæíî áóäåò âêëþ÷àòü

â ìîäåëè, ïðèìåíÿåìûå ê ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì òîãî æå êëàññà.
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Î ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ �ËÀÄÊÈÕ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÉ ÏÎ Ñ��ÓÏÏÈ�ÎÂÀÍÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1.

Ìàòðèöû D1, D2, D3, D4

Ñãëàæèâàþùèå ìàòðèöû D, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé (7), âòîðîé (8), òðåòüåé (9) è ÷åòâåðòîé (10) ïðîèçâîäíûõ:

D1 =











1 −1 0 · · · 0

0 1 −1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 −1











(7)

D2 =











1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1 · · · .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 −2 1











(8)

D3 =











1 −3 3 1 0 · · · 0

0 1 −3 3 1 · · · .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 −3 3 1











(9)

D4 =











1 −4 6 −4 1 0 · · · 0

0 1 −4 6 −4 1 · · · .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 −4 6 −4 1











(10)
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