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Аннотация. Для решения задач современной иммунологии широко

применяется математическое моделирование. В данной работе мы описали

задачу моделирования динамики численностей популяций клеток при

ВИЧ-инфекции, на примере которой рассмотрели основные этапы построения

и идентификации моделей. Были изучены модели возрастающей степени

сложности, описывающие различные аспекты заболевания (клеточный

и гуморальный иммунный ответ, антигенпрезентирование, динамика

регуляторных Т-лимфоцитов). Была представлена модификация модели

инфекционного заболевания Марчука–Петрова для описания ВИЧ-инфекции,

учитывающая запаздывание, при оценивании параметров которой был

проведён сравнительный анализ численных методов оптимизации.

Для рассмотренных моделей была сформулирована и решена задача

оценивания параметров по клиническим данным с использованием

двух моделей ошибок наблюдений, а также проведено исследование

глобальной чувствительности. Был проведен сравнительный анализ

качества приближения экспериментальных данных по критерию значений

функционала невязки и на основе информационно-теоретического подхода.

Ключевые слова: mathematical modelling, global sensitivity analysis, parameter

estimation, global optimization.

ВВЕДЕНИЕ

В задачах современной иммунологии широко применяется математическое

моделирование. Использование математических моделей позволяет лучше понимать

сложные взаимосвязи между компонентами систем, проводить численные эксперименты,

формулировать гипотезы о причинах тех или иных явлений, выявлять возможные

мишени для разработки препаратов, прогнозировать эффект применения различных

режимов терапии. Однако при разработке математической модели иммунологического

процесса исследователи сталкиваются с рядом сложностей. Во-первых, параметры

описываемых систем не всегда могут быть измерены экспериментально, поэтому

возникает необходимость решения задачи оценивания параметров. Рассматриваемая

система может обладать достаточно высокой размерностью, что приводит к большим

вычислительным затратам при решении задачи оптимизации. Таким образом, важной

задачей является выбор наиболее эффективных методов оптимизации. Во-вторых,

возникает вопрос изучения влияния неопределённости в значениях параметров модели
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на получаемые решения, а также выявления тех параметров, изменение которых сильнее

всего влияет на решение модели. В-третьих, как правило, даже в рамках описания

на одном уровне, например, динамики клеточных популяций, одно и то же явление

может быть описано с помощью моделей разной степени детализации. Возникает задача

выбора оптимальной модели, такой, чтобы, с одной стороны, она хорошо описывала

экспериментальные данные, с другой – была максимально простой. В данной работе

обозначенные задачи будут рассмотрены на примере моделирования динамики клеточных

популяций при ВИЧ-инфекции. Мы рассмотрим несколько математических моделей

различной степени детализации: М1 – простейшую модель ВИЧ-инфекции [1], М2 –

модель с учётом клеточного иммунного ответа [2, 3], М3 – модель с учётом динамики

регуляторных Т-лимфоцитов [4], и разработанную нами ранее адаптацию модели

Марчука–Петрова (М4.1) [5], для которой будет представлена версия с запаздываниями

(М4.2). Для них будет решена задача оценивания параметров по экспериментальным

данным. Для решения задачи оценивания параметров наиболее сложных моделей

M4.1, M4.2 будет проведён сравнительный анализ эффективности методов глобальной

оптимизации. Для моделей М1, М2, М3 будет рассмотрено решение задачи анализа

глобальной чувствительности с помощью подхода LHS-PRCC [6], а также проведён

сравнительный анализ качества приближения экспериментальных данных на основе

анализа функционала невязки (один из вариантов функционала рассматривался нами в

[7]), а также информационно-теоретического подхода [8].

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВИЧ ИНФЕКЦИИ

ВИЧ-инфекция – хроническое заболевание, вызываемое вирусом иммунодефицита

человека [3], характеризующееся длительным течением и постепенным снижением

уровня CD4 T-лимфоцитов до критического уровня, при котором наступает фаза

СПИД. Данное заболевание обладает некоторыми специфическими особенностями.

Так, клетками-мишенями при ВИЧ-инфекции являются CD4 T-лимфоциты и

антиген-презентирующие клетки (АПК), которые играют ключевую роль при развитии

иммунного ответа. Следует также отметить, что постепенное снижение численности

CD4 T-лимфоцитов и наступление фазы СПИД не имеет однозначного объяснения.

Триггерами данного явления могут быть хроническая иммунная активация [9],

пространственные аспекты развития заболевания, связанные с повреждением структуры

лимфоидных органов [10], механизмы истощения [11]. Изучение всех аспектов

ВИЧ-инфекции, даже в рамках моделирования на уровне популяций клеток, приводит к

огромному разнообразию математических моделей [3]. В данном разделе мы рассмотрим

математические модели динамики клеточных популяций при ВИЧ-инфекции разной

степени детализации: М1 – простейшая модель без учёта иммунного ответа; М2 –

расширение M1 путем добавления уравнения для CD8 T-лимфоцитов; M3 – модель,

учитывающая клеточный иммунный ответ и динамику регуляторных Т-лимфоцитов;

M4.1 и M4.2 – адаптации модели Марчука–Петрова без учёта и с учётом запаздываний,

отражающих длительность деления и дифференцировки клеток.

1. Простейшие модели

Базовая модель ВИЧ-инфекции [1] описывает динамику клеток-мишеней (T ),
зараженных клеток-мишеней (T ∗) и вирусных частиц (V ). Схема моделиМ1 представлена

на рисунке 1,A, параметры – в таблице 1.

dT

dt
= λ− dTT − kV T,

dT ∗

dt
= kV T − δT ∗,

dV

dt
= NδT ∗ − cV. (1)
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Рис. 1. Схемы моделeй: A – модель М1, B – модель М2, C - модель М3.

Расширенная версия модели М2 описана в [2, 3] и включает блок клеточного

иммунного ответа в виде динамики эффекторных клеток (E). Схема модели представлена
на рисунке 1,B, параметры – в таблице 1 .

dT
dt

= λ− dTT − kV T,

dT ∗

dt
= kV T − δT ∗ −mET ∗,

dV
dt

= NδT ∗ − cV − ρkV T,

dE
dt

= λE + bET ∗

T ∗+Kb
E − dET ∗

T ∗+Kd
E − δEE.

(2)

2. Модель с регуляторными Т-лимфоцитами

В работе [4] описана модель, учитывающая динамику регуляторных Т-лимфоцитов

(R – натуральные (естественные) регуляторные Т-лимфоциты, Rα – адаптивные

регуляторные Т-лимфоциты), в которой рассматриваются незрелые (Ei) и зрелые

(Em) эффекторные Т-лимфоциты. Регуляторные Т-лимфоциты играют ключевую роль

в развитии механизма истощения, и их динамика описывается в ряде моделей

онкологических заболеваний и аутоиммунных процессов, например, [12] [13], однако

практически никогда не учитываются при разработке математических моделей ВИЧ

инфекции. Мы модифицировали модель, предложенную в данной работе, переписав её в

виде системы ОДУ, и видоизменили описание процесса подавления эффекторных клеток

регуляторными Т-лимфоцитами, с тем, чтобы уравнения модели удовлетворяли условию

положительной инвариантности (схема модели представлена на рисунке 1,С, параметры

– в таблице 1):
dT
dt

= λ− dTT − kV T − α1RT,

dT ∗

dt
= kV T − δT ∗ −mEmT

∗,

dEi

dt
= pEi

− dEi
Ei − kEV Ei − α2REi

dEm

dt
= kEV Ei − δEEm − α3RαEm

dV
dt

= NδT ∗ − cV,

dR
dt

= pR − drR− γRV,

dRα

dt
= γRV − δRRα,

(3)
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Таблица 1. Параметры моделей М1, М2, М3. Для каждого параметра в верхнем индексе

перечислены номера моделей, в которых он используется

Параметр Биологическое значение ед. изм.

λ1,2,3 Скорость производства клеток-мишеней кл/(мл·д.)

d1,2,3T Скорость гибели клеток-мишеней 1/д.

k1,2,3 Скорость заражения клеток-мишеней мл/(част.·д.)
δ1,2,3 Скорость гибели инфицированных клеток-мишеней 1/д.

N1,2,3 Скорость производства вирусных частиц част./кл

c1,2,3 Скорость гибели вирусных частиц 1/д.

m2,3 Скор. уничтожения зараженных клеток CD8 T-лимф. мл/(кл.·д.)

δ2,3E Скорость гибели CD8 T-лимфоцитов 1/день

λ2E Скорость производства CD8 T-лимфоцитов кл/(мл·д.)
ρ2 К-во вир. частиц, инфицирующих клетку част./кл

b2E Макс. скорость деления CD8 T-лимфоцитов 1/д.

K2
b Константа полумакс. скор. для деления CD8 T-лимфоцитов кл./мл

d2E Макс. скорость гибели CD8 T-лимфоцитов 1/день

K2
d Конст. полумакс. скор. для гибели CD8 T-лимфоцитов кл./мл

α3
1 Скор. подавления CD4 T-лимф. натур. рег. Т-лимф. мл/(кл.·д.)

p3Ei
Скор. производства незрелых CD8 T-лимф. кл/(мл·д.)

d3Ei
Скор. гибели незрелых CD8 T-лимфоцитов 1/д.

k3E Скор. перехода Ei− > Em мл/(част.·д.)
α3
2 Скор. подавления Ei натуральными рег. Т-лимф. мл/(кл.·д.)

α3
3 Скор. подавления Em адаптивными рег. Т-лимф. мл/(кл.·д.)

p3R Скор. производства натуральных рег.Т-лимф. кл/(мл·д.)
d3R Скор. гибели натуральных рег. T-лимфоцитов 1/д.

γ3
R Скор. перехода R− > Rα мл/(част.·д.)

δ3R Скор. гибели адаптивных рег. T-лимфоцитов 1/д.
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3. Адаптация модели Марчука–Петрова для описания ВИЧ-инфекции

Модель инфекционного заболевания Марчука–Петрова [14] описывает динамику

АПК, гуморальное и клеточное звенья иммунного ответа, а также учитывает поражение

органа-мишени. В работе [5] мы адаптировали модель Марчука–Петрова для описания

ВИЧ-инфекции, используя следующие предположения: (i) клетками-мишенями являются

CD4 T-лимфоциты и антигенпрезентирующие клетки; (ii) CD4 T-лимфоциты могут быть

заражены как от свободных вирусных частиц, так и при контакте с инфицированными

АПК; (iii) вместо поражения органа-мишени рассматривалось общее количество

погибших в ходе инфекции клеток. В [5] описана версия модели без учета запаздываний,

приведены уравнения, параметры и схема модели. Однако процесс активации и деления

клеток при развитии иммунного ответа не является моментальным, поэтому более точным

является использование версии модели с запаздываниями. В этом случае уравнения для

соответствующих переменных должны быть переписаны в виде:

dP
dt

= bpPξρP (DV (t− τP ) +D∗
V (t− τP ))(HBsp(t− τP ) +H∗

Bsp(t− τP ))Bsp(t− τP )+

αP (θP0 − P );

dHBsp

dt
= αHB

(ξθH0
B −HBsp)− σHB

HBspV − σD
HB

HBspD
∗
V + bHB

(2(DV (t− τHB)+

D∗
V (t− τHB))HBsp(t− τHB)− (DV +D∗

V )HBsp)− bPHB
(DV +D∗

V )HBspBsp;

dHEsp

dt
= αHE

(ξθH0
E −HEsp)− σHE

HEspV − σD
HE

HEspD
∗
V + bHE

(2(DV (t− τHE)+

D∗
V (t− τHE))HEsp(t− τHE)− (DV +D∗

V )HEsp)− bPHE
(DV +D∗

V )HEspEsp;

dBsp

dt
= αB(θB

0 −Bsp)

+bPB(2(DV (t− τB) +D∗
V (t− τB))(HBsp(t− τB) +H∗

Bsp(t− τB))Bsp(t− τB));

dEsp

dt
= αE(θE

0 − Esp) + 2bPE(DV (t− τE) +D∗
V (t− τE))(HEsp(t− τE)+

H∗
Esp(t− τE))Esp(t− τE)− bEDV

D∗
VEsp − bEHE

H∗
EEsp − bEHB

H∗
BEsp;

(4)

Для модели с запаздыванием помимо параметров, рассмотренных в [5],

требуется оценить также величины запаздываний: τP , τHB, τHE, τB, τE . Обозначим

модифицированную версию модели Марчука–Петрова без запаздываний М4.1, версию с

запаздываниями – М4.2.

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛЕЙ

4. Статистические подходы. Метод максимального правдоподобия

Пусть математическая модель задана в следующей форме:
dy(t)
dt

= f(y(t),p), t ∈ [0, T ] − уравнения модели;

y(t) = {yi(t), i = 1, ...,M, yi(t) ∈ C1(0, T )} − переменные модели;

y(0) = y0 − начальные условия;

p = {pi} , i = 1, ..., L − вектор параметров.

Методология оценивания параметров моделей, которой мы следуем, подробно

описана в [8]. Как правило, для решения задачи применяется Байесовский подход,

в основе которого лежит предположение о том, что заранее известна некоторая

априорная информация о распределении параметров, полученная, например, в результате

предыдущих измерений (p(p)). Таким образом, рассматривается апостериорная

вероятность:
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P (p|D) =
p(D|p) · p(p)∫
p(D|p) · p(p)dp

В случае отсутствия априорной информации о распределении параметров можно

сделать предположение о равномерном распределении. В этом случае, Байесовский метод

редуцируется к методу максимального правдоподобия. Предположим, вектор параметров

p состоит из двух частей p = [a,b], где [a] - множество неизвестных параметров,

которые мы будем оценивать. Экспериментальные данные представлены в виде набора

моментов времени и соответствующих результатов измерений: {yj, tj}, j = 1, ..., N .

Будем искать такой вектор p∗ = [a∗,b], для которого решение модели наилучшим

образом приближает экспериментальные данные в точках измерения. В качестве меры

близости будем использовать соответствующий функционалΦ(p) . Таким образом, задача

оценивания параметров может быть переформулирована в виде [15]:

p∗ = argminp∈Ω⊆RlΦ(p). (5)

Полученная задача минимизации в общем случае является некорректной по Адамару,

так как, с учетом погрешностей измерений, статистически допустимыми решениями

будут все те значения параметров, при которых решение модели уклоняется от

экспериментальных данных не более, чем на некоторую величину. Для решения

задачи приближения модели к экспериментальным данным необходимо выбрать

критерий близости, то есть, целевой функционал невязки Φ(p), отражающий характер

распределения и статистические свойства погрешностей измерений. Будем использовать

следующие предположения: (1) погрешности измерений не зависят от момента времени;

(2) погрешности измерений распределены по нормальному закону, то есть yj =
N(y(tj,p),Σj), где y(tj,p) – средние, определяемые моделью, Σj – j-я ковариационная
матрица; (3) погрешности измерений являются независимыми между собой, то есть

ковариационная матрица является диагональной: Σj = σ2{diag[ωj
1, ...ω

j
M ]}. Полная

функция правдоподобия имеет вид:

L(p) =
N∏
j=1

H(yj,p), H(yj,p) =
1√

(2π)MdetΣj

exp

{
−1

2
[y(tj,p)− yj]

TΣ−1
j [y(tj,p)− yj]

}
(6)

Метод максимального правдоподобия заключается в том, чтобы найти такие параметры

p∗, при которых функция правдоподобия достигает максимума. Функционал взвешенных

наименьших квадратов, с учетом предположения (3), можно переписать в виде:

ΦWLS(p) =
∑

j=1,..N

[y(tj,p)− yj]
TΣ−1

j [y(tj,p)− yj] = σ−2ΦΩLS(p), (7)

где

ΦΩLS(p) =
∑

j=1,..N

∥∥∥diag−1[ω
[j]
1 , ..ω

[j]
M ] [y(tj,p)− yj]

∥∥∥2

. (8)

Таким образом, мы видим, что максимизация функции правдоподобия L(p) эквивалентна
минимизации функционала ΦΩLS(p). Задача поиска точечных оценок максимального

правдоподобия может быть переформулирована в виде задачи минимизации функционала

наименьших квадратов. В ходе анализа большого количества экспериментальных данных

по динамике численности лимфоцитов было установлено, что наиболее адекватными

моделями ошибок являются нормальное и логнормальное распределения [16]. Далее
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мы будем предполагать, что для остальных исследуемых величин это наблюдение так

же является справедливым. Таким образом, можно рассмотреть следующие варианты

функционала невязки:

• Функционал, соответствующий нормальному распределению, с дисперсией,

одинаковой по всем переменным и не зависящей от момента времени, то есть,

метод наименьших квадратов (ΦOLS). При различных дисперсиях используется

взвешенный метод наименьших квадратов (ΦWLS):

ΦOLS(p) =
∑

j=1,..N

∑
i=1..M

[yi(tj,p)−yij]
2; ΦWLS(p) = σ−2

∑
j=1,..N

∑
i=1..M

ω
[j]
i [yi(tj,p)−yij]

2.

• Функционал, соответствующий логнормальному распределению, с дисперсией,

равной по всем переменным и не зависящей от момента времени (аналогично

предыдущему случаю, можно использовать данный функционал с весами):

ΦLogOLS(p) =
∑

j=1,..N

∑
i=1..M

[ln(yi(tj,p))− ln(yij)]
2.

Для оценивания параметров моделей M1, M2, M3 мы использовали набор

клинических данных, описывающий типичную динамику ВИЧ-инфекции [17],

представляющий собой численность CD4 T-лимфоцитов, и вирусную нагрузку, взятые

в 17 моментах времени в течение острой фазы ВИЧ-инфекции для каждой величины.

Для оценивания параметров модели М4.1, М4.2 к данному набору для каждого момента

времени были добавлены численности CD8 T -лимфоцитов [17]. Для моделей M1, M2,

M3 использовалось две формулировки задачи минимизации, соответствующие модели

ошибок с нормальным и логнормальным распределением:

ΦOLS =
17∑
i=1

[
CD4i − CD4iobs

]2
+

17∑
i=1

[
V i − V i

obs

]2
(9)

ΦLogOLS =
17∑
i=1

[
log(CD4i)− log(CD4iobs)

]2
+

17∑
i=1

[
log(V i)− log(V i

obs)
]2
. (10)

Для моделей М4.1 М4.2 рассматривался только логарифмический функционал

наименьших квадратов ΦLogOLS:

ΦLogOLS =
17∑
i=1

[
log(CD4i)− log(CD4iobs)

]2
+

17∑
i=1

[
log(CD8i)− log(CD8iobs)

]2
+

17∑
i=1

[
log(V i)− log(V i

obs)
]2
.

ЗдесьCD4iobs, CD8iobs, V
i
obs – наблюдаемые величины в момент времени ti; V

i = V (ti); для
моделей М1, М2, М3: CD4i = T (ti); для моделей М4.1 М4.2: CD4i = HB(ti) +HE(ti) +
HBsp(ti) +HEsp(ti) +H∗

B(ti) +H∗
E(ti) +H∗

Bsp(ti) +H∗
Esp(ti) CD8i = E(ti) + Esp(ti).

Задача оценивания параметров моделей М1, М2, М3, соответствующая модели

ошибок с логнормальным распределением, была рассмотрена нами в [7]. Найденные

значения параметров моделей представлены в таблице 2, а соответствующие им решения

– на рисунке 2.
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Таблица 2. Найденные параметры моделей М1, М2, М3 при использовании модели ошибки

с нормальным (Norm) и логнормальным (logN) распределением. Для каждого параметра в

верхнем индексе перечислены номера моделей, в которых он используется

Параметр M1, Norm M1, logN M2, Norm M2, logN M3, Norm M3, logN

λ1,2,3 1.44 · 104 1.7 · 104 1.52 · 104 1.59 · 104 2.4 · 104 3 · 103

d1,2,3T 0.029 0.027 0.027 0.021 0.037 0.0034

k1,2,3 4.7 · 10−9 5.8 · 10−9 3.5 · 10−9 1.4 · 10−8 8.2 · 10−9 8.2 · 10−9

δ1,2,3 2 2.37 1.18 0.6705 0.1551 0.2

N1,2,3 653 999 999 314.7393 999 709

c1,2,3 1.57 3.34 1.47 1.7600 1.15 1.13

m2,3 - - 10−4 8.4 · 10−5 10−4 5.7 · 10−5

δ2,3E - - 0.002 0.0124 10−4 0.0052

λ2E - - 97.7 82.1372 - -

ρ2 - - 2 1.68 - -

b2E - - 0.5 0.2181 - -

K2
b - - 50 122.3 - -

d2E - - 0.1 0.26 - -

K2
d - - 600 500 - -

α3
1 - - - - 8 · 10−8 1.5 · 10−7

p3Ei
- - - - 1.9 · 103 2.1 · 103

d3Ei
- - - - 0.08 0.003

k3E - - - - 10−7 10−7

α3
2 - - - - 7.4 · 10−8 5.6 · 10−5

α3
3 - - - - 10−4 8.4 · 10−5

p3R - - - - 10 10

d3R - - - - 0.016 0.04

γ3
R - - - - 9.6 · 10−5 6 · 10−5

δ3R - - - - 0.094 0.1
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Рис. 2. Приближение данных моделями M1, M2, M3 при использовании модели ошибок с

нормальным (Norm) и логнормальным (LogN) распределением.

ИССЛЕДОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ

Методология исследования неопределённости и глобальной чувствительности

моделей описана в [6]. При построении модели биологической системы часто приходится

сталкиваться с неопределённостью экспериментальных данных и параметров. Для

изучения неопределённости результатов моделирования при изменении параметров, как

правило, применяются техники семплирования (такие, как метод Монте–Карло (MC)

и латинского гиперкуба (LHS)). Анализ чувствительности помогает понять, изменение

каких параметров вносит наибольший вклад в наблюдаемый процесс. В отличие

от исследования локальной чувствительности, при котором все параметры, кроме

изучаемого, фиксируются, анализ глобальной чувствительности позволяет получить

более полное представление о поведении модели во всем пространстве параметров. В

[6] описаны несколько алгоритмов оценивания глобальной чувствительности моделей,

такие, как анализ коэффициентов корреляции Пирсона, ранговой корреляции Спирмана,

ранговой частичной корреляции, тест чувствительности амплитуды Фурье.

5. LHS-PRCC

Преимуществом использования метода семплирования на основе Латинского

гиперкуба (LHS) является то, что оно позволяет использовать меньший размер

выборки для получения оценок той же точности по сравнению с MC. Пусть K –

размер сгенерированной выборки параметров pi = {pj, j = 1, ..., L}i, i = 1, ..., K,

yi = y(pi) = {yq(pi), q = 1, ...,M} – изучаемая величина. Тогда коэффициент корреляции
Пирсона вычисляется по формуле (где Cov(p, y) – ковариация, V ar(p) – вариация p):

CCpjyq =
Cov(pj, yq)

V ar(pj)V ar(yq)
=

∑K
i=1(p

i
j − p̄j)(y

i
q − ȳq)√∑N

i=1(p
i
j − p̄j)2

∑K
i=1(y

i
q − ȳq)2

, j = 1, 2, ..., L.

Коэффициент частичной корреляции PCC, характеризует линейную зависимость между

pj, yq, вычисляется по формуле [6]:

PCCpjyq = CC(pj−p̂j),(yq−ŷq), p̂j = c0 +
k∑

l=1,l 6=j

clpl, ŷq = b0 +
k∑

l=1,l 6=j

blxl.
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Коэффициенты ранговой корреляции Спирмана RCC и ранговой частичной корреляции

PRCC рассчитываются так же, но не для самих величин, а для их рангов. PRCC

является устойчивой мерой оценки чувствительности для нелинейных, но монотонных

зависимостей между pj, y, при условии независимости pj .

6. Полученные результаты

Нами была изучена глобальная чувствительность численности клеток-мишеней и

вирусных частиц в хронической фазе инфекции к изменению параметров для моделей

М1, М2, М3. Для проведения расчётов использовались алгоритмы пакета [18]. По

алгоритму LHS было сгененировано по 5000 векторов параметров, соответствующих

каждой модели, для которых были найдены решения. Далее были найдены величины

PRCC, соответствующие значениям переменных T (PRCCT ), V (PRCCV ) в момент

времени, соответствующий последнему наблюдению. Далее параметры моделей были

отсортированы в порядке убывания величины |PRCCV | + |PRCCT |, результаты

представлены на рисунке 3. По результатам исследования глобальной чувствительности

можно сделать следующие выводы:

• Для всех трех рассмотренных моделей в числе значимых параметров оказались

N, c, k, λ. Таким образом, для всех трех рассмотренных моделей, изменение

параметров, описывающих динамику вирусных частиц, а так же скорости

производства клеток-мишеней, ведет к наибольшему изменению вирусной нагрузки

и численности клеток-мишеней в хронической фазе.

• Для модели М3 наибольшее значение |PRCCV | + |PRCCT | соответствует

параметру скорости производства регуляторных Т-лимфоцитов pR. Таким образом,

можно предположить, что при моделировании ВИЧ-инфекции учет динамики

регуляторных Т-лимфоцитов может оказать значительное влияние на результаты

моделирования.

Рис. 3. Результаты исследования глобальной чувствительности для М1, М2, М3.

СРАВНЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХМОДЕЛЕЙ ВИЧ-ИНФЕКЦИИ РАЗНОЙ
СТЕПЕНИ ДЕТАЛИЗАЦИИ НА ОСНОВЕ КАЧЕСТВА ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ И КРИТЕРИЯ АКАИКЕ

Для сравнения качества приближения экспериментальных данных моделью можно

использовать величину функционала невязки. Чем меньше значение функционала, тем

лучше приближение данных моделью. Однако, при данном подходе не учитывается

сложность модели. Использование информационного критерия Акаике позволяет

выбрать модель, обладающую наибольшей простотой, при этом, хорошо описывающую
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экспериментальные данные [8]. Величина информационного критерия Акаике зависит не

только от величины функционала правдоподобия в найденной точке, но и от количества

наблюдений (n = NM) и параметров (L) [8]. Величины критерия Акаике, а также

скорректированного критерия Акаике, могут быть вычислены по формулам:

uAIC = −2lnL(p̂) + 2(L+ 1); ucAIC = uAIC +
2(L+ 1)(L+ 2)

n− L− 2
.

Скорректированный критерий Акаике применяется, если количество наблюдений мало

(n < 40(L + 1)). При оценивании параметров в рамках метода максимального

правдоподобия для сравнительного анализа можно использовать величины:

ǔAIC = nln(ΦΩLS(p̂)) + 2(L+ 1); ǔcAIC = ǔAIC +
2(L+ 1)(L+ 2)

n− L− 2
.

Чем ниже значение критерия Акаике для модели, тем лучше модель приближает данные

с точки зрения информационно-теоретического подхода. Полученные результаты для

моделей М1, М2, М3 приведены в таблице 3. Мы видим, что сравнение по значению

функционала невязки и критерию Акаике дает разные результаты: с точки зрения

приближения данных как в рамках модели ошибок с нормальным распределением, так

и в рамках модели с логнормальным распределением, наилучший результат показывает

модельМ3. Однако с точки зрения информационно-теоретического подхода оптимальной

является модель М1. Возможно, это связано с тем, что для оценивания параметров

использовался относительно небольшой набор данных, включающий наблюдения только

по двум переменным модели.

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДОВ ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ НА
ПРИМЕРЕ МОДЕЛИМАРЧУКА–ПЕТРОВА В ВИДЕ СИСТЕМ ОДУ И ДУЗА

Для нахождения оптимального вектора параметров требуется решить задачу

минимизации функционала невязки. Для модели с большим количеством оцениваемых

параметров решение оптимизационной задачи является вычислительно затратным. Более

того, функционал может иметь несколько локальных минимумов. Существует большое

количество разработанных и реализованных алгоритмов оптимизации, поэтому возникает

вопрос выбора наиболее оптимального алгоритма. Для решения полученных задач

минимизации было использовано несколько численных методов из различных классов,

реализованных в библиотеке NLopt [19], а так же метод глобальной оптимизации,

основанный на применении ТТ (tensor train)-разложения тензоров [20]. Нами не

рассматривались методы, требующие явного задания градиента функционала, например,

такие, как StoGO [21]. Рассмотрим результаты расчётов при помощи следующих методов:

• TT (метод, основанный на применении ТТ-разложения тензоров);

• CRS2 (метод контролируемого случайного поиска с локальной оптимизацией [22]);

• rMLSL, qrMLSL (многоуровневый метод разбиения области на односвязные

кластеры [23] с псевдослучайными (квазислучайными) стартовыми точками);

• rMLSL+SBPLX, qrMLSL+SBPLX (многоуровневый метод разбиения области

на односвязные кластеры с псевдослучайными (квазислучайными) стартовыми

точками и локальной оптимизацией методом Subplex [24]);

• ISRES (улучшенная эволюционная стратегия стохастического ранжирования [25]);
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• ESCH (эволюционные алгоритмы [26]).

Для решения задачи идентификации параметров модели, сформулированной в

виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений, методом глобальной

минимизации, было установлено ограничение в 106 вычислений функционала.

Рассматриваемая система является жёсткой, поэтому для её интегрирования применялся

метод, основанный на формулах дифференцирования назад (BDFs), реализованный

в библиотеке Sundials [27]. Для решения системы использовались значения

относительной и абсолютной погрешности, равные 10−4 и максимальное количество

вычислений функционала, равное 10000. При идентификация параметров модели,

сформулированной в виде системы дифференциальных уравнений с запаздывающим

аргументом производилось как более точное интегрирование системы ( ε = 10−4), так

и интегрирование со сниженной точностью ( ε = 10−2). Снижение точности позволило

ускорить решение задачи Коши для модели при заданных значениях параметров

примерно в 10 раз, поэтому при сниженной точности интегрирования было в 10 раз

увеличено число вычислений функционала для каждого метода глобальной оптимизации:

функционал вычислялся 107 раз, а для высокой точности интегрирования – 106 раз. После
работы методов глобальной оптимизации полученные оценки параметров были уточнены

с помощью алгоритма локальной оптимизации SBPLX. Для интегрирования системы

уравнений с запаздыванием применялся метод Гира (формулы дифференцирования

назад), реализованный в системе DIFSUBDEL [28]. Результаты приведены в таблице 4.

Таблица 3. Значения ΦLogOLS , ΦOLS и критерия Акаике в найденных минимумах для

моделей М1, М2, М3

Модель К-во параметров ΦLogOLS ΦOLS ǔcAIC

M1 6 3.27 6.2 · 1011 941.5106

M2 14 2.11 4.1 · 1011 965.8107

M3 18 1.4 1.2 · 1011 959.4878

Таблица 4.Минимум функционала, полученный после локальной дооптимизации

Метод ОДУ ДУЗА, высокая точность ДУЗА, низкая точность

TT 2.28 2.56 2.15

CRS2 2.47 5.06 2.47

rMLSL 2.50 3.20 2.63

qrMLSL 2.51 2.89 2.72

rMLSL+SBPLX 2.13 2.82 2.70

qrMLSL+SBPLX 2.22 3.00 2.46

ISRES 2.34 2.72 2.16

ESCH 3.49 4.38 2.56

Исходя из полученных результатов мы можем отметить, что, в отличие от решения

задачи оценивания параметров модели, сформулированной в виде системы ОДУ, для

моделей в виде системы ДУЗА наилучшие результаты показали методы TT и ISRES,

особенно при интегрировании системы со сниженной точностью.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВИЧ ИНФЕКЦИИ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы рассмотрели основные этапы построения и идентификации

математический модели сложного биологического процесса на примере моделирования

ВИЧ-инфекции. Были рассмотрены модели различной степени сложности, для которых

была сформулирована и решена задача оценивания параметров по данным, описывающим

типичный сценарий развития заболевания. Были рассмотрены 2 модели ошибки

измерений, соответствующие нормальному и логнормальному распределению. Было

проведено исследование глобальной чувствительности, которое показало, что в числе

наиболее значимых параметров для всех рассмотренных моделей находятся параметры

динамики вирусных частиц, а также скорость производства клеток-мишеней. Для

модели с блоком, описывающим динамику регуляторных Т-лимфоцитов, наиболее

значимым параметром оказалась скорость производства регуляторных Т-лимфоцитов,

что может говорить о том, что динамика регуляторных Т-лимфоцитов оказывает

существенное влияние на течение заболевания. Также был проведен сравнительный

анализ рассмотренных моделей на основе значений функционала невязки и критерия

Акаике. С точки зрения приближения экспериментальных данных наиболее хороший

результат показала модель с учетом динамики регуляторных Т-лимфоцитов, однако

с точки зрения информационно-теоретического подхода наиболее оптимальной для

заданного набора данных является самая простая из рассмотренных моделей. Вероятно,

для использования более сложных моделей для калибровки и оценивания параметров

требуется использовать более полные наборы данных о динамике компонент ВИЧ

инфекции. В работе также была представлена модификация модели Марчука–Петрова

с запаздываниями для описания ВИЧ-инфекции. Эта модель является сложной

динамической системой и обладает большим количеством степеней свободы, поэтому

задача оценивания параметров для неё является вычислительно сложной. На примере

рассмотренной задачи калибровки модели мы провели провели сравнительный анализ

численных методов оптимизации и определили варианты калибровки, для которых

рассматриваемые методы являются наиболее эффективными.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта №

18-31-00356 и проекта РФФИ№ 17-01-00636.
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